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АВТОМОРФНЫЕ ФОРМЫ 
И КВАЗИОДНОРОДНЫЕ ОСОБЕННОСТИ 

И. в . Д о л г а ч е в 

В этой заметке анонсируются некоторые результаты, связанные с вариантом и 
обобщением одной конструкции нормальных особенностей с С*-действием (см. [3]). 

1. О п р е д е л е н и е . Пусть II — односвязное комплексное многообразие. Г — 
группа аналитических автоморфизмов многообразия и, Ь — одномерное векторное 
Г-расслоение на V (см. [8]). Лвтоморфной формой веса к относительно Ь называется 
сечение (р ^ Л^ (17, ь®^)^ к-и тензорной степени Г-расслоения Ь, инвариантное 
относительно естественного действия Г. Градуированная С-алгебра Л (Ь) = 
= ф Н^ (II, Ь® ) называется алгеброй автоморфных форм относительно X. 

Т е о р е м а 1. Предположим, что тройка (II, Г, Ь) допустима в том смысле, 
что выполняются следующие условия: 

Д1. Существует нормальный делитель конечного индекса Г' СИ Г , действующий 
свободно и дискретно на II. 

Д2. Фактор-пространство 11/Т является компактным аналитическим прост­
ранством. 

ДЗ. Для некот^орой подгруппы Г' (И Г с условием Д1 фактор ЫТ' определяет 
положительное в смысле Кодаиры одномерное векторное расслоение на многообра­
зии П/Г. 

При этих условиях алгебра автоморфных форм А (Ь) является нормальной С-ал-
геброй конечного типа размерности Й1т [7 + 1 с неотрицательной градуировкой. 

2. О п р е д е л е н и е ^ Аффинное алгебраическое многообразие X над алгеб­
раически замкнутым полем к называется квазиконусом, если на X эффективно действует 
одномерный алгебраический тор Сг̂ ^ и существует единственная точка хо е X, принад­
лежащая замыканию любой орбиты. Точка а̂о называется вершиной квазиконуса X, 

П р е д л о ж е н и е . Пуст,ь X — аффинное алгебраическое многообразие над к. 
Следующие условия эквивалентны: 

1) X — квазиконус', 
2) координатное кольцо к [Х] обладает неотрицательной градуировкой и к [Х]ос^к\ 
3) существует замкнутое вложение /: X -^к"^ такое, что / (X) инвариантно от­

носительно действия О^ на к"^, определяемого формулой (х^, . . . , Ху^ ~» (х-^Ь^^ ^ • • • 
. . . , Ху^г^п), где I ^ (у-^ (к), а д^, . . . , д^^ — целые положит^ельные числа; 

4) существует вложение /: X —»/с'̂  такое, что идеал, задающий ]' (X), порожден 
взвешенно-однородными многочленами с положительными рациональными весами [4], 

Доказательство этого предложения основано на стандартных рассуждениях о 
действиях алгебраических торов на аффинных многообразиях (ср. [9]). 

Т е о р е м а 2. Пусть (II, Г, Ь) — допустимая тройка. Тогда аффинное алгеб­
раическое многообразие 8рес А (Ь) является нормальным квазиконусом с вершиной x^, 
определяемой максимальным идеалом А (Ь)^ = ф А (Ь)^. Наоборот, каждый нормаль-
к.. г>0 
ный двумерный квазиконус изоморфен многообразию 8рес А (Ь) для некоторой допусти­
мой тпройки (II, V, Ь). 

В то время как первая часть теоремы сразу же следует из предыдущих резуль­
татов, доказательство второй части носит более специальный характер и использует 
идею «особого расслоения Зейферта» из работы [9]. 

О п р е д е л е н и я . Под особенностью мы понимаем здесь росток (У, у) анали­
тического пространства У в точке у. Особенность называется нормальной, если У нор^ 
мально в точке у. Изоморфизм особенностей означает аналитический изоморфизм соот­
ветствующих ростков. Особенность называется квазиоднородной, если она изоморфна 
ростку некоторого квазиконуса в его вершине. 

С л е д с т в и е . Каждая допустимая тройка (II, Г, Ь) определяет, нормальную 
квазиоднородную особенность 8 (Ь). Каждая нормальная двумерная квазиоднородная 
особенность изоморфна особенности вида 8 (Ь). 

3. П р и м е р ы . 1) Пусть О — конечная подгруппа группы ОЬ (/г + 1, С), Г — 
ее образ при каноническом гомоморфизме ф: ОЬ (п -\- \, С) —» РЬ (;г, С), т — поря­
док подгруппы О С] Кет Ц). Расслоение Ь ~ Я®^, где Я соответствует гиперплоскому 
сечению Р^ (С), является Г-расслоением относительно естественного действия Г на 
Р'^ (С). Тройка (Р'^ (С), Г, Ц является допустимой, а—соответствующая особенность 
5̂  (I.) изоморфна фактор-особенности (С^^^/С, 0), где О — образ начала координат. 
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В случае /г = 1 и (7 С 8Ь (2, С) получающиеся таким образом особенности есть 
особенности Клейна (в других терминах — двойные рациональные особенности, пла­
тонические особенности, особенности типа А, Д, Е; см. [4], § 9). 

2) Пусть V — ограниченная однородная область в С^, Г — дискретная группа 
аналитических автоморфизмов V с компактным фактором II / Т. Каждое Г-расслоение 
на Л определяется тривиальным расслоением 7̂ X С с Г-действием (г, а ) —» 
-^ {§ (г), к (§; 2) а ) , задаваемым фактором автоморфности к ^ ^^ (Т, ^ (Л)*). В частнос­
ти, определен фактор автоморфности к = / ~ 1 , где / (^; г) — якобиан ^ е Г в точ ке г. 
Известные результаты А. Бореля [5] и К. Кодаиры [7] показывают, что тройка {II, Г, / ) 
допустима. Связанную с ней квазиоднородную особенность назовем канони'ческой и 
обозначим через /5* (Г). 

В частности, пусть II = {г ̂ С\ \г\ <:^ ^}, Г — фуксова группа первого рода сиг­
натуры (О, т ; /11, . . ., п^). При т = 3 особенности 5 (Г) были названы в [3] канони­
ческими треугольными особенностями и там же перечислены те из них, которые вкла­
дываются в С'̂  (это 14 унимодальных особенностей Арнольда). Если г — целое положи­
тельное число, взаимно простое с каждым из щ, то суп1;ествует не более одного фактора 
автоморфности кск^=1~^. В случае, когда такой фактор существует (соответствующие 
условия можно получить из явного вычисления группы когомологий Ю (Г, 2); см. [6]), 
обозначим особенность, соответствующую тройке {II, Г, к), через *5' (Г, г). Соответст­
вующие наборы {щ,. . ., п^п) и показатели г для поверхностей уровня бимодальных 
критических точек Арнольда даются в следующей таблице (обозначения из [2]). 

(3, 3, 9) 
(2, 4, 13) 
(2, 3, 21) 
(3, 3, 7) 
(2, 4, 10) 
(2, 3, 16) 
(3, 5,7) 
(2, 7, 10) 
(3, 5, 5) 
(2, 7, 7) 
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^з,о 
^2,о 
-^ьо 
^1.о 
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1,0 

(3, 3, 5) 
(2, 4, 7) 
(2, 3, И) 
(5, 5, 5) 
(2, 2, 3, 3) 

.(2, 2, 2, 3) 
(2, 2, 2, 5) 
(2, 2, 3, 4) 
(2, 3, 3, 3) 
(2, 2, 2,4) 

3) Параболические двумерные особенности В. И. Арнольда [1] можно получить 
из подходящего фактора автоморфности для решетки Г в С. 
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