
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
Серия математическая 

30 (1986), 1073-1100 

УДК 513.6 

И. В. ДОЛГАЧЕВ 

О РАЦИОНАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 
С ПУЧКОМ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КРИВЫХ 

В работе дается перечисление всех минимальных моделей рациональ­
ных поверхностей с пучком эллиптических кривых с точки зрения би-
регулярной эквивалентности расслоений. 

Введение 

В работе исследуются алгебраические поверхности, которые расслаи­
ваются на пучок кривых рода 1 и в то же время рациональны, т. е. бира-
ционально эквивалентны проективной плоскости. Основным результатом 
является перечисление всех (с точки зрения бирегулярной эквивалент­
ности расслоений) минимальных моделей таких расслоений. При этом 
модель называется минимальной, если всякое ее бирациональное отобра­
жение является бирегулярным. 

Этот вопрос эквивалентен задаче о (классификации плоских пучков эл­
липтических кривых относительно группы бирациональных преобразова­
ний плоскости. Действительно, если отобразить рациональную поверх­
ность V с пучком эллиптических кривых на плоскость, то пучок эллипти­
ческих кривых этой поверхности перейдет в плоский пучок таких кривых. 
Очевидно, что двум бирегулярно эквивалентным расслоениям будут 
соответствовать бирационально эквивалентные пучки. Наоборот, если за­
дан пучок эллиптических кривых на плоскости, то он определяет рацио­
нальное отображение плоскости на проективную прямую; рбгуляризируя 
это отображение с помощью анпроцессов в базисных точках пучка, мы 
получим рациональную поверхность с пучком эллиптических кривых. 
Очевидно, что двум эквивалентным плоским пучкам соответствуют бира­
ционально изоморфные расслоения. 

Мы доказываем, что минимальным моделям рациональных поверхно­
стей с пучком эллиптических кривых соответствуют построенные Альфа-
ном (3) (пучки Альфана) пучки кривых степени Зт, общая кривая кото­
рых имеет в заданных девяти точках (среди которых могут быть и 
бесконечно близкие) ттг-кратную особенность. В частном случае, когда рас­
слоение имеет рациональное сечение (так называемое якобиево расслое­
ние), ей соответствует пучок кубических кривых. Таким образом, получа­
ется новое доказательство классической теоремы Бертини (2) о классифи­
кации пучков эллиптических кривых на плоскости (доказательство Берти-
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ни с помощью развитой им техники кремоновых преобразований плоско­
сти до сих пор не было переложено на современный уровень строгости). 

В качестве второго следствия получается тот факт, что на рациональ­
ных поверхностях с пучком эллиптических кривых, не имеющих регуляр­
ного сечения, имеется только один кратный вырожденный слой. 

На протяжении всей работы основное поле предполагается алгебраи­
чески замкнутым произвольной характеристики. 

Я глубоко признателен И. Р. Шафаревичу за постановку задачи и мно­
гочисленные беседы, которые были для меня чрезвычайно полезны. 

§ 1. Строение канонического класса и основные леммы 

Пусть V — неособая проективная рациональная поверхность с пучком 
эллиптических кривых; это означает, что задано регулярное отображение 
я : V ->• В поверхности V на неособую кривую В такое, что прообразом 
общей точки кривой В является неприводимая неособая кривая рода 1. 
В случае, когда V рациональна, можно легко показать, что база В явля­
ется проективной прямой Р1. Далее всюду предполагается, что поверх­
ность V является минимальной моделью в следующем смысле: в слоях 
расслоения я не содержится исключительных кривых рода 1 (мы будем 
рассматривать только такие исключительные кривые). Это определение 
минимальной модели эквивалентно сформулированному во введении опре­
делению [см. (*), гл. VII, § 1]. 

Пусть К — канонический класс на V, a F — слой расслоения я: V-+P1. 
Поверхность V не является минимальной моделью в обычном смысле тео­
рии алгебраических поверхностей (определение которой можно найти в 
(*), глава 2), так как на нашей поверхности \{К2) = 0 [см. (*), глава 5]. 
Отсюда следует, что на V существует хотя бы одна исключительная кри­
вая 5, которая в силу минимальности V не содержится в слоях и для ко­
торой {S-F) = т > 0 постоянно для всех слоев F. Напомним, что база рас­
слоения я — прямая, а потому все слои линейно эквивалентны между со­
бой. Слой Fo называется кратным, если Fo = 2>щС{, щ > 1. 

ТЕОРЕМА 1. На поверхности V существует слой кратности m F0 и для 
этого слоя 

К -F0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего покажем, что линейная система 

|—К\ не пуста. Для этого воспользуемся неравенством Римана— Роха. 
Имеем: 

1{-К) + 1 (2К) >~К{~2
К-К)

 +l-q + Pg. 
Так как V рациональна, то q = pg = l(2K) = 0 [см. (*), глава 3], отку­
да следует, что Z(—К) ^ 1. Это доказывает нужное нам утверждение. 
Пусть теперь D е |—К\. Известно [см. (*), глава 7, § 3], что в этом слу­
чае дивизор D является рациональной комбинацией слоев. Пусть 

г 
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где Ш{ — кратность слоя F\. Для исключительной кривой S имеем (S2) = 
= —1 и 7t(S) = 0 [см. (4), глава 2]; отсюда и из формулы арифметиче­
ского рода кривой получаем: 

(*> + <*•*>+ 1 ^ я ( д ) = 0. 

Следовательно \(S-К) = —1. 
Вычислим индекс пересечения кривой S с левой и правой частью фор­

мулы (1): 

(D-S)=^(F^) = m ^ = \ . (2) 

Из соотношения (S-F) = т вытекает, что (кратность любого слоя 
должна делить число т. Отсюда, а также из того, что овсе щ ^ 0, полу­
чаем, в силу формулы (2), что все щ, кроме юдного, равны 0, а неравный 
нулю коэффициент (мы можем считать, что это щ) равен 1. Таким обра-

1 1 
зам, D = — .F0, a значит, К ~ — — F0. 

По ходу доказательства мы уже получили, что FQ — кратный слой мак­
симальной кратности т. Тем самым все утверждения теоремы 1 полностью 
доказаны. 

Следе т/в ие. Число m=(S-F) постоянно для любой исключитель­
ной кривой S' на V. 

Действительно, для любой такой кривой (Sf -К) = - 1 и, согласно тео­
реме 1, 

{S'.K) = -±-(S'F) = - l . 

Минимальные модели рациональных поверхностей хорошо известны 
[см. (1), глава 5]. Такими могут быть только проективная плоскость Р2 

или семейство поверхностей Fn (геф1), Для удобства мы будем считать 
далее, что F\ = Р2. Фг 

ЛЕММА 1. Пусть V= F 0 ) - ^ y ( 1 ) - ^ . . . - ^ F ^ - ^ y ^ + 1 ) ^ . . . - > F ^ ) = 
= Fn — последовательность регулярных отображений V на ее минималь­
ную модель Fn. Каждое отображение ф :̂ VW->- V(i+V является сжатием не­
которой исключительной кривой Li на V^\ Если F^ означает образ слоя 
FQ на поверхности V при сквозном отображении V ->- V^\ а КФ — кано­
нический класс на V^\ то 

m ° ' 
где m одно и то же для всех i. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство индукцией по длине 
цепочки из VW. При i = 0 мы получаем утверждение теоремы 1. Пусть 

утверждение справедливо при г ^ у. Рассмотрим отображение V^ ->- V^+V. 
В обозначениях книги (*) (глава 5) имеем: q>j = contb. Известно (*), что в 
этом случае 

и что при таком отображении сохраняются соотношения линейной экви-
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валентности. Нужное нам утверждение получается теперь проектирова­
нием равенства К^ ~ — _ FW на V^+i\ Лемма доказана. 

Применяя доказанную лемму к поверхности V^ = гп, получим 
С л е д с т в и е . Пусть F—образ слоя поверхности на ее минимальной 

модели. Тогда 
8т2 для минимальной модели Fn ;(w=)=l), 

(Я) 
9т2 для минимальной модели Fi = Р2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверить (например, с помощью лем­
мы 3, доказательство которой не опирается на это утверждение), что квад­
рат канонического класса на Fn 

(К2) = 
8 для Fn ( и ф 1), 

9 для Р2. 

Отсюда непосредственно вытекает утверждение следствия. 
В условиях леммы 1 справедлива 
ЛЕММА 2. Любая исключительная кривая L№ на VW является обра­

зом при сквозном отображении V —>• VW или исключительной кривой на V 
или компоненты слоя F поверхности V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем индукцию по длине цепочки из V^\ 
Для i = 0 это очевидно. Пусть утверждение справедливо для i ^ /. Пусть 
cpji УО')—>- FO+1) есть преобразование contby. Согласно лемме 1, 

m u 

поэтому для любой исключительной кривой LM на V^ и любого образа 
FW слоя F поверхности V имеем: 

(LO').FO')) =m. 

Предположим, что в точке Р поверхности V задан а-процесс о: У-^У*, 
и пусть Х и Y — две кривые на V такие, что кратность Р на X равна гп, 
а на Y равна п. Тогда, как известно [см. (*), гл. 1, § 2], 

(X*-Y*)vo= (X-Y)v — mn, 

где X*, Y* — собственные образы кривых X, Y. Кроме того, имеем: 

(X*.L)v* = m, (Y*-L)v* = n, 

где L — кривая, вклеиваемая в точку Р при а-процессе. Взяв теперь за 
W") исключительную кривую Lj, получим, что фундаментальная точка пре­
образования фу1 будет 77г-кратной особой точкой кривой F^+i\ Здесь воз­
можны 2 случая: или эта точка лежит на той исключительной кривой, для 
которой мы хотим доказать лемму, или нет. Во втором случае мы по­
лучаем: 

(9-1(L0-+i))-JP0)) = m, 
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т. е. 

Отсюда, при условии, что Z^+1) — неособая рациональная кривая, выво­
дим, что ф^1 (2#+1)) —исключительная кривая на V^\ а следовательно, по 
предположению индукции, образ исключительной кривой на V или ком­
поненты ее слоя. 

В первом случае 

(Ф,- (LO-+i) .FU)) = 0, 
а значит, ф̂- (L '̂+1)) — компонента слоя на V^\ 

Лемма 2 полностью доказана. Из ее доказательства непосредственно 
вытекает 

С л е д с т в и е . Число базисных точек пучка, индуцированного пучком 
поверхности V на ее минимальной модели Fn, равно числу непересекаю­
щихся исключительных кривых на F, и каждая базисная точка является 
т-кратной особой точкой для общей кривой пучка. 

Как известно [см. (-1), глава 5], минимальные модели рациональных 
поверхностей являются расслоениями над проективной прямой с неособой 
рациональной кривой в качестве слоя. Базой группы классов дивизоров 
на Fn являются два класса: представитель первого — слой s, представи­
тель второго— регулярное сечение Ъп. Матрица пересечений выглядит 
следующим образом: 

2Ч 0 1 
1 — п 

(s) (s-bn) 
2 

(bn-s) (bn) 
ЛЕММА 3. На минимальной модели Fn (п ф 1) канонический класс 

К ~ -(n + 2)s-2bn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для п = 0 утверждение леммы следует из того 

факта, что F0 =• Р1 X Р1, а канонический класс на поверхности второго 
порядка равен —2Е, где Е — гиперплоское сечение (s-\-Ь0 эквивалентно 
гиперплоскому сечению). Пусть Pi, . . ., Рп — точки на Ьо, a su . . . , sn— 
слои, проходящие через эти точки. Тогда 

Fn = е1т(Р1... pn)F0 
[см. (*), глава 5], где 

elmp. = conts. о dilp. 
(в обозначениях книги (х), глава 5). Очевидно, что образ канониче­
ского класса на поверхности d i l ^ . . . Р )F0, есть — [2Ьп + 2 dilp. + 2s] 
(здесь через dilp. обозначено не преобразование, а кривая, вклеиваемая 
в точку Pi при этом преобразовании). В результате преобразования 
сопЦ мы получаем: 

cont s .odilp.~s, 
что и доказывает нашу лемму. 

С л е д с т в и е . Минимальной моделью для поверхности V может быть 
только одна из следующих трех поверхностей: Р2, F0, F2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В Силу леммы 3, К ~ — (п-\- 2)s — 2Ъп. Возь-
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мем на минимальной модели Fn неприводимую кривую из образа нашего 
пучка на V. По лемме 4, 

F ~ m[(n + 2)s + 2bn] 

и так как (F-bn) ^ 0, то 

(Р.Ъп) = т[(п + 2) (8'Ъп) + 2(Ьп)] = т ( 2 - n) ^ 0, 

что и доказывает нужное нам утверждение. 
З а м е ч а н и е . Как заметил Ю. И. Манин, это важное 'следствие полу­

чается также непосредственно из того факта, что на V нет рациональных 
кривых с индексом самопересечения < —2. Действительно, если S — та­
кая кривая, то мы имели бы 

(S-K) = - 2 - (S2) > 0 , 
а по теореме 1, 

_ ( £ . # ) = -L(<?.F0)<0, 

из чего 'Следовало бы, что S содержится в слое, но, как известно [см. (5)] 
в слоях таких кривых нет. В силу регулярности отображения V на ее ми­
нимальную модель, индекс самопересечения не может уменьшиться ни у 
какой кривой, следовательно, на минимальной модели V нет кривых с ин­
дексом самопересечения <—2, т. е. это может быть только Р2, F0 или F2. 

§ 2. Групповой закон на кривых арифметического рода 1 

Пусть X — проективная алгебраическая кривая без кратных компо­
нент. Пусть Ох — ее структурный пучок; предположим, что арифметиче­
ский род X п = d imf l^ I , Ох) = 1. Если кривая X неособая, то хорошо 
известно, что на множестве ее точек можно ввести структуру коммута­
тивной алгебраической группы. Покажем, что на множестве неособых то­
чек произвольной кривой X арифметического рода 1 можно также ввести 
структуру алгебраической коммутативной группы. 

Пусть X — произвольная связная алгебраическая кривая без кратных 
п 

компонент, X = [} Х{ — ее разложение на неприводимые компоненты, 
i = i 

п 
X = U Хг — ее неособая модель. Пусть р: Х-^Х — каноническая проек-

г = 1 

ция кривой X на X, и пусть © — кондуктор кривой X в X, рассматривае­
мый как дивизор на X. Напомним, что 

где ®р — дивизор, соответствующий кондуктору кольца Ох, Р В его целом 
замыкании 

ОХ,Р= П &i fQ . 
Q-+P 

Пусть 
я = dim Я1 (X, Ох), я* = dim Я1 (Хи Ох^), 
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a gi — ро|д неособой кривой Xi. Имеем [см. (8), гл. II): 
Я = £1 + . . . + «Гп + б - Л + 1 , (1)̂  

где 
6 = dim£Р(Х,М*>*)/*>*)• 

Далее мы будем предполагать, что кривая X лежит на неособой алгеб­
раической поверхности V. Пусть К — канонический класс этой поверх­
ности. В этом случае имеем [см. (и) , гл. IV]: 

, = ШМ + 1, (2) 

2б = ч(в). (3) 
Для п > 1 формула (2) дает: 

я = я, + .. + я„ + 2 (Х, .^ ) -А + 1. (4) 

Пусть я = 1, если h = 1, то формула (1) показывает, что возможны 
только 3 случая: 

1) g = 1, б = 0; кривая X — неособая. 
2) g = 0, б = 1, © =»2Р; кривая X — особая с единственной особой 

точкой обыкновенного изгиба. 

3) g = 0, 6 = 1, © = Pi + ft; кривая X имеет единственную особую 
обыкновенную двойную точку: 

Предположим теперь, что h > 1. В силу того, что кривая X связна, 
имеем: 

«РФ«ПХ*, г = 1, . . . , К Р^Х. 
Далее мы будем предполагать, что кривая X обладает тем свойством, что 
гг(@ fl Xi) > 1. Учитывая это условие и связность кривой X, получаем: 

а формулы (1) и (4) показывают, что все кривые Х{ неособые: 

я{ = ^ = 0, i = l , . . . , А , 

| B ( g ) = e = A = 2 № - Z i ) . (5) 

Принимая все это во внимание и рассматривая всевозможные комбина­
ции кривых Х{, приходим к заключению, что возможны только два типа 
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кривых X: 
I) « П Xi = 2pi, i = 1, . . - ^ и / г ^ З , 

Л = 2 /г = 3 
II) «ПХ, = Р< + Р / 

0 О 
/г = 2 / г > 2 

При /г = 1 мы причисляем кривую с обыкновенной особой точкой к 
типу II, а кривую с точкой обыкновенного изгиба — типу I. Таким обра­
зом, мы получим всевозможные типы кривых арифметического рода 1 
(при условии тг(@ П-Хг) > 1, которое всюду в дальнейшем мы будем пред­
полагать выполненным). 

Легко видеть, что предыдущая классификация кривых арифметическо­
го рода 1 совпадает с классификацией Кодаиры (5) и Нерона (7) (для слу­
чая поля произвольной характеристики) вырожденных слоев без кратных 
компонент расслоения на эллиптические кривые. Условие п (6 П Хг) > 1 
аналогично условию Кодаиры, согласно которому в слоях расслоения 
нет исключительных кривых рода 1. Таким образом, каждую кривую 
арифметического рода 1 можно рассматривать как слой минимальной мо­
дели с пучком эллиптических кривых. Отсюда следует [см. (7), (4) ] , что 
на множестве неособых точек кривой арифметического рода можно ввести 
каноническим образом структуру алгебраической коммутативной группы. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть X — кривая арифметического рода 1. Обо­
значим через G группу ее неособых точек. Пусть 3) — группа неособых ди­
визоров X, Р— подгруппа дивизоров вида (ф), где функция ф обратима 
во всех локальных кольцах особых точек кривой X. Пусть s — канониче­
ское отображение Ф е б . Тогда: 

l)s(P)=0; 
2) если D имеет нулевую степень на каждой компоненте X, то из 

s(D) = 0 следует D е= Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы ограничимся только случаем, когда кри­

вая X — типа II. Для приложений нам этого будет достаточно, а общий 
случай устанавливается аналогично. Для доказательства нам потребует-

h— 1 
ся явное описание структуры G [см. (4)]. Пусть Х = [} Xi4 a. Рь 
i = 0, . . . , h — 1,— особые точки кривой X. Точки Pi и Pi+X ( iG Zh) 
определяют на компоненте Х\ две точки; обозначим их через Pi n Pi. 
Очевидно, можно считать, что Pi = 0, а Р | = оо. Пусть Р — произволь­
ная точка кривой X. Если P G X { ] и а — ее координата на X*, то по-
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ставим в соответствие точке Р пару (a, i), где i^,Zh. Сложение в груп­
пе G будет определяться формулой: 

(а,*)© (bj) = (аЬ,1 + / ) . 

Легко видеть, что точка (1,0) —единица группы G, а множество не­
особых точек компоненты Х0 образует связную компоненту единицы. 
Группа G~k*X Zh. 

Доскажем утверждение 1). Пусть D = (ф) G P . Так как degD = 0, 
то ясно, что s(D) е Хо. Пусть Di =>D[\Xi\ тогда очевидно, что Di= (фг), 
где фг — функция, индуцируемая функцией ф на X*. Если 

Di^Ql+.^ + Q^-Rl-.^-Ri^ 
то 

Так как функция ф обратима во всех точках Р%, то [см (и ) ] имеем: 

фг (Pi) =т Фг-i (Pi-i)> i e Z A . 
т. е. 

Отсюда следует: 
h~~г ki С){ г „ с 

П ТТ \iL =
 /t~1 . _fL . . . ft~2 _. i 

. 11 R\ Co d с и 

Докажем утверждение 2). Пусть / — обобщенное якобиево многообра­
зие кривой X [см. (10)]. В силу утверждения 1) и свойства универсаль­
ности /, получаем коммутативную диаграмму 

/ 
Если deg (Z? П Xi) = 0 и s(D) = 0, то 

g(Z?) =tpo5(Z?) = 0 . 

Так как £ — изоморфизм на фактор-группе дивизоров нулевой степени на 
каждой компоненте по главным дивизорам вида (ф), где ф обратима в 
особых точках X, то D е Р. 

В дальнейшем нам понадобится частный случай изложенного выше, 
а именно, кубическая плоская кривая. 

Мы будем рассматривать только кривые типа II. Деля их по числу 
компонент, мы получаем три типа таких кривых: 

1) X — неприводимая кривая с обыкновенной двойной точкой; 
2) X распадается на квадрику и прямую, пересекающиеся в двух раз­

личных точках. 

8 Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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3) X распадается на 3 прямые, не имеющие общей точки. 
Легко видеть, что эти 3 типа охватывают все кубические кривые, осо­

бые точки которых — обыкновенные двойные точки. 
ЛЕММА 4. Пусть Pi + Рг + Р3 — неособый цикл на кубической кри­

вой, высекаемый прямой. Тогда 

s(P± + P2 + Ps) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Пусть кубическая кривая имеет тип 1). 
В этом случае мы берем за единицу группы ее неособых точек неособую 
точку перегиба О. Пусть L = 0 — уравнение касательной в этой точке, а 
А = 0 — уравнение прямой, высекающей цикл Pi + Рг + Рз. Тогда 

и в силу предложения 1, 

s(Pi + P2 + ps) = 5 ( 3 0 ) = 0 , 

что и требовалось доказать. 
2. Пусть кубическая кривая имеет тип 2) и 3). Тогда выбираем за еди­

ницу группы неособых точек этой кривой такую точку, для которой 
s (D) = 0, где D — цикл, высекаемый бесконечно удаленной прямой. 
Остальная часть доказательства совпадает с проведенным для случая 
кривой типа 1). 

§ 3. Пучки Альфана 
Пусть V — алгебраическая поверхность, Р — неособая точка на V. 

Пусть Z(V) —группа нульмерных циклов над V [см. (1), V, § 3]. Точ­
ка Pf ^Z(V) называется бесконечно близкой к точке Р первого порядка, 
если Р/ ^ G(P), где о : V -+• V — а-процесс в точке Р. Определение бес­
конечно близкой точки порядка к дается по индукции [см. (6) ] . 

Пусть P'^Z(V), С —кривая на V, С" —кривая, проходящая через 
Р/ и являющаяся образом кривой С при некотором антирегулярном пре­
образовании поверхности V. Мы определяем кратность кривой С ш точке 
Р', как кратность С в точке Р\ и обозначаем эту кратность через (С, Р'). 
Аналогично определяется индекс пересечения i(C,B,Pf) для кривых С, 
BaV. 

Пусть D — некоторый дивизор на V, Pi, . . . , Рп — точки над V, а 
Tfti, . . . , ™>п — целые числа больше нуля. Линейную систему кривых на 
V, линейно эквивалентных дивизору D, для которых кратность в каждой 
точке Pi ^ mi, будем обозначать через D — miPt — . . . — mnPn. 

О п р е д е л е н и е . Пусть ®з — кубическая плоская кривая, все точки 
которой неособы или являются обыкновенными двойными точками. Пусть 
Ри •••> рп — точки этой кривой (среди которых могут быть и особые). 
Пусть точки P[kl) , . . . , Р&п) — бесконечно близкие к точкам Pi, . . . , Рп 
порядка &i, . . . , кп соответственно. Предположим, что 

п 

2 (А« + 1) = 9, 
2 = 1 
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и пусть т — положительное целое число. Если линейная система 

^ № ) 

i = i 
нешриводима и имеет размерность не меньше 1, то она называется пучком 
Альфана. 

Заметим, что для т > 1 из неприводимости линейной системы га@3 —* 
— 2 тР[к^ следует, что ее размерность ^ 1. 

П р е д л о ж е н и е 1. 
1) Размерность пучка Альфана равна 1. 
2) Общая кривая пучка имеет в каждой точке^Р^д m-кратную особую 

точку. 
3) Если точка Pi особая, то ki ^ 1, а следовательно, общая кривая 

пучка имеет в этой точке m-кратную особую точку с совпадающими каса­
тельными. 

4) Общая кривая пучка является эллиптической кривой степени Зяг. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть F3m — общая кривая пучка Альфана. 

Из определения следует, что 

i(93,F*m,Pi) >ЩЫ + 1), 

где i(®3,F3m,Pi) обозначает индекс пересечения кривых F3m и ®3 в точ­
ке Pi. По определению, 

S (h + 1) = 9, 
1=1 

а значит, 
п 

9т = (@з, F3m) > S i (@з, Fsmi Р{) > 9m. 
г=1 

Отсюда следует, во-первых, что 
i(»3,F3m,Pi) =m(ki + l), 

а во-вторых, что любая одномерная подсистема пучка Альфана, имея оди­
наковый базисный цикл со всей системой, совпадает со всем пучком Аль­
фана, что и требовалось доказать. 

2) Утверждение 2) непосредственно следует из определения и доказа­
тельства утверждения 1). 

3) Согласно доказательству утверждения 1) получаем: 

i(®3,F3m,Pi) =т(к{ + 1). 

Остается заметить, что если Pi — особая точка кривой @з, то 

i(F8m, ehPi) ^2m. 

4) известная формула изменения арифметического рода кривой при 
0-процессе показывает, что род общей кривой пучка равен 

п 
_ (Зт — 1)(3га — 2) S^ /i. i л\т(т — 1) (^т—1)(3/п — 2) 0 т ( я 1 — 1) А 

S — g " ^ Vе* + Ч 2 2 2 ==lt 

г = 1 

8* 
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Здесь мы воспользовались теоремой Бертини [см. (*), гл. 1, § 3], со­
гласно которой общая кривая пучка не имеет особых точек, кроме базис­
ных точек пучка. Итак, все утверждения доказаны. 

п 
Пусть m ^ - S m P f i ' — пучок Альфана. Если кривая ©з неособа, то, 

i = i 
как легко следует из (12) (гл. VI, § 9, теорема 9.2), 

п 

•(;2- (**+'!)*«)--em, 
2 = 1 

где гт — точка ттг-го порядка в группе точек неособой кубической кривой. 
Это условие является необходимым для того, чтобы данные точки на кри­
вой ®з определяли пучок Альфана. Целью этого параграфа является обоб­
щение этого условия на особую кривую ®з и доказательство его достаточ­
ности. 

Пусть ®з — кубическая кривая типа 1) (см, § 2). Возьмем за единицу 
группы неособых точек этой кривой неособую точку перегиба О. Пусть 

ттгбз — ZJ ТПР{ и к± < 8 
i=i 

— пучок Альфана, и пусть точка Pi — особая для кривой ©з. Рассмотрим 
пучок кубических кривых, проходящих через точку P[kl) и, если к± < 7, 
произвольную точку 0(6_fe')? бесконечно близкую к точке О порядка 6 — к\. 
Любая кривая этого пучка проходит через одну неособую точку Ai кри­
вой @з. Назовем эту точку ассоциированной с пучком Альфана ттг®з — 

п 
— 2 mPi^ki) относительно особой точки Pi. Соответствующий пучок 

г = 1 

h — Pfx) — &«-h0 — Ai 
(@з — Pi<7) — Ai, если ki = 7) мы будем называть ассоциированным с пуч­
ком Альфана относительно особой точки Pi. 

Распространение этого определения на кубические кривые типов 2) 
и 3) вызывает некоторые осложнения, ввиду их приводимости. 

Пусть ®з — кубическая кривая типа 2). Пусть О — единица группы 
неособых точек этой кривой. Прямая, проходящая через точку © и не ка­
сающаяся квадрики, определяет еще две точки кривой ®з: ©i и D&. Соглас­
но лемме, 

s(Di + 02) = 0 . 

Пусть — пучок Альфана, и пусть Pi — особая точка 

кривой ®з. Если ki = 1, то мы даем аналогичное определение ассоцииро­
ванной точки, выбирая за ассоциированный пучок пучок 

Если ki = 2, то за ассоциированный пучок мы выбираем пучок 
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Если ki = 3 и общая кривая пучка Альфана касается в точке Pi прямой, 
то мы берем пучок 

если же — квадрики, то пучок 

@3 - р® - Od) —> ©i — Ог — Лi. 
Если /ci = 4, то мы берем пучок 

если ki = 5, то пучок 
9apf-0-0l-D»-Au 

9t —От—•??—'• Ai. 
Наконец, если ki = 6, то за ассоциированный пучок мы берем пучок 

9г-РТ-0-А1. 
П 

Пусть @з — кубическая кривая типа 3) и т®3 — 2 тР 1 ~~ пучок 
г = 1 

Альфана. Если к\ = 1, то за единицу группы неособых точек кривой @з 
мы берем произвольную точку О и определяем, как и выше, точки jD4 и 
£>2 такие, что s(©i + ©2) = 0, а за ассоциированный относительно особой 
точки Pi, пучок берем пучок 

® з - / > ? ' - © a ) - 0 f - O f - А 
Пусть к ^ 2. Предположим сначала, что среди точек Рг- только одна осо­
бая точка кривой @з — точка Pi. За единицу группы неособых точек кри­
вой @з возьмем произвольную точку О, лежащую на той компоненте, кото­
рой касается в точке Pi общая кривая пучка Альфана. Если /bi = 2, то за 
ассоциированный пучок мы берем пучок 

<В3-Р®-Ь-^-^-Аи 

а если ki = 3, то пучок 

Щ-pV-^-^-Ai. 
Если же среди точек Pi есть две особые точки: Pi и Рг, то для того чтобы 
определить ассоциированные относительно этих точек точки At и -42, нам 
надо выбрать за единицу О такую точку, которая бы годилась для опре­
деления обеих точек -4.1, Аг. Если хотя бы одно из чисел &i, к2 равно еди­
нице, то это не представляет труда. Если же ki ^ 2, fe ^ 2, то за точку D 
мы берем произвольную точку, лежащую на той компоненте, которой ка­
сается в точке Рг общая кривая пучка Альфана. Тогда для определения 
точки Ai мы берем пучок 

@з - Р? - ©1 - 1 ©2 - О » -Ai. 
Пусть, наконец, все три особые точки кривой @з Pi, P2, Рз являются 

базисными точками пучка Альфана т®3 — 2 тР г • Если хотя бы одно 
г = 1 
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из чисел ki (i = 1, 2, 3) равно единице, то на основании вышесказанного 
можно выбрать за единицу такую точку £>, которая бы годилась для опре­
деления ассоциированных точек А и А2, Аз. Осталось разобрать случай 
ki = кч = кз = 2. Здесь мы берем за точку £> произвольную точку, лежа­
щую на компоненте, которой касается в точке Pi общая кривая пучка 
Альфана. Пусть эта компонента соединяет точки Pi и Р%. Тогда за ассо­
циированный пучок относительно точки Р% мы берем пучок 

@з ~ Pf - OW - Oi - Of - А2, 
а относительно точки Рз — пучок 

@з ~ Pf - OW - ©1 ( 1 )- 0 2 - Аз. 
ЛЕММА 5. Пусть X — алгебраическая кривая на поверхности V, Р — 

обыкновенная двойная точка кривой. Пусть S, S1 — алгебраические кри­
вые на V, локальные уравне?шя которых в точке Р: cpi = 0, ф2 = 0 соот­
ветственно. Пусть Р = Р(0) < Р(1) < . . . < Р^ - 1) < Р^ — последователь­
ность бесконечно близких точек порядка 1, 2, . . . , к. Предположим, что 
(X-PW) = 2 , i = 0, 1, . . . , к— 1, и кривая X не проходит через точку 

Р&\ Предположим, кроме того, что 

(S, PW) = (S\ Щ = m, i = 0 , . . . , k. 

Тогда функция - р обратима в локальном кольце £>х, р точки Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х = 0, у = 0 — локальные уравнения ка­

сательных к кривой X в точке Р. Пусть X' — неособая модель кривой X, 
кривая Хг является собственным образом кривой X при а-процессе в точ­
ке Р и 

а - ' ( Р ) П Х ' = Р 1 + Р 2 , 
где Pi ф Ръ — простые точки кривой Х;. Как известно, функция <pi / ф2 
обратима в кольце Ох, р тогда и только тогда, когда сг*(ф1/ф2) обратима 
в кольцах DA/, Рх и £> '̂, Р2 И принимает в них одинаковое значение 
[см. (") , гл. IV] . Пусть 

ф! = (ах + by)m + pm + i (я, у) + ..., 

<p2 = (az + by)m+ pm+i(x, у)+ ...ч 

где pm+i(;r, у), p'm+i(x,y) — однородные полиномы степени m -f l. 
Имеем: 

o'(<pi) = 0*[(a + bz)™ + xpm+t(l,z)+...], 

а* (ф2) = * т [ ( а + Ьг)™ + ^ т + 1 ( М ) + . . . ] • 

Если к = 1, то а, Ъ ф 0 и 

£l(<Pi)/p \ _ а *(ф1) /пч__ 1 

т. е. утверждение леммы доказано. 
Пусть к > 1 и PW — Pi. Легко видеть, что 

a*(<p2) ^ ~х ' ,р . 
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и 
°*{(Р1)(Р,)- 1 а * ( ф 2 ) ^ - а ' 

Применяя предыдущее рассуждение в точке Р</1~1), получим: 

где 0г -— а-процесс в точке P(i), и, кроме того 

Лемма доказана. 
п 

ТЕОРЕМА 2. Пусть т®3— 2'roPf** — пучок Алъфана. Пусть 
Pj(l ^ 7 ̂  р, р ^ 3) — особые точки кривой @з, а Aj — точки, ассоцииро­
ванные с этим пучком относительно точек Pj соответственно. Тогда п р 

( ; 2 (*<+.ад-2^) = 8т, •г - • 
г=2+1 j = l 

где г т — точка порядка, делящего га, в группе неособых точек кривой @з-
Если все точки Pi неособые, то 

s ( 2 (*<*+ 1)^г ) = е т . 
4 г = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого типа кривой @з* проведем доказа­
тельство отдельно. 

1) Пусть @з — неособая кривая. В этом случае, как уже указывалось 
выше, доказательство непосредственна следует из (12) (гл. VI, § 9, теоре­
ма 9.2). 

2у Пусть ®з — особая кривая произвольного типа и все точки Рг неосо­
бые. Пусть L = 0 — уравнение произвольной прямой, не проходящей 
через особые точки кривой ©з, и пусть Рзт = 0 — уравнение общей кри­
вой пучка Альфана. Тогда дивизор функции 

( ^ ) - m ( S ( * . + l ) P i - 3 L . e , ) ~ 0 . 

Отсюда, в силу леммы 4, получаем: 

ms(^(ki + i)Pi) — 0, 
^ г = 1 

что и требовалось доказать. 
3) Пусть @з типа 1) (см. § 2). Пусть Рзт = 0 — уравнение общей кри­

вой пучка Альфана, а Аз = 0 — уравнение общей кривой ассоциирован­
ного с ним относительно точки Pi пучка. Согласно предыдущей лемме, 

F 
функция —^ обратима в точке Pi и 

(FSm\ = 
(2(&| + 1 ) Л - ( 7 - & 1 ) О - Л ) ~ 0 , если /сх<7, 
4=2 

т (Р2 — Ах), если кг = 7, 
т v 

4=2 
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где Ai — точка, ассоциированная с пучком Альфана относительно особой 
точки Ри Отсюда следует (см. § 2): 

п 

ms(2 (ki + VPi-Ai) = 0, 

что и требовалось доказать. 
4) Пусть ®з типа 2). Тогда если среди точек Pi только одна особая 

точка кривой ®з, скажем Pi, то, как и прежде, мы рассматриваем функ-
F 

цию --^-, Применяя лемму, получаем: 

* < У 

т 

т 

2 {ki + \)P{ — 20 — 201 — 2£)2 — Au если А1== 1, 
i = l 

п 
( 2 ( ^ + 1 ) Р — 2 £ > i — 2£>2 —£) —Лх), если &х = 2, 
4 = 1 

п 
#М 2 (*г + 1) Pi — 2£>i — 2£)2 — -4г), если кг = 3 и кривая 

г = 1 

^ з т = 0 касается в Рг прямой, 

\ т ( 2 (*Ч + 1)-Pi — 20 —Oi — О*—-40, если &i = 3 и кривая 

Fsm = 0 касается в Рг квадрики, 

( 2 (h + l)Pi — 0 — 01 — 02 — Аг), если кг = 4, 
4=2 

m(j}(ki + l)Pi-20-A1), 

т I 

г=2 

»«(53 (А«н-1)р4—о—лх>, 
4=2 

Во всех случаях, как легко видеть, имеем: 

если &! = 5, 

если А̂х = 6. 

ms 
п 

(2 (ft,+ 1)^-^=0, 
что и требовалось доказать. 

Если же среди точек Рг- есть две особые: Pi и Рг, то мы берем функцию 
р jrSm 

8m ,— , где Z = 0 — уравнение прямой, проходящей через точки О, ©i, 

Ог, а Аз = 0, Л3' = 0 — уравнения общих кривых ассоциированных пуч­
ков относительно особых точек Pi и Рг. Как и выше, находим: 

т 
п 

^ 2=3 

где, как легко проверяется, во всех случаях s (D) = 0. 
5) Пусть @з типа 3). Пусть Pi, Рг, Рз — особые точки кривой @я 
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и Аз = 0, Az = О, А$" = О — уравнения общих кривых ассоциированных 
пучков относительно этих точек. Рассмотрим функцию 

лгп л'т л т 
л з л з ^ з где L = 0 — уравнение прямой, 'соединяющей точки £>, Di, ©2. Имеем: 

(/) = ™ ( 2 (*< + 1 ) ^ + 6© + 6Di + 602 - О - 2 d - 2D2 -
i=n 

- 2 0 — 2 0 2 - O i - 2 0 — 20i —O2— At = 
i=l 

П S , 

= m ( 2 ( ^ + l ) ^ - ( D + Oi + 0 2 ) - 2 ^ « ) ~ 0 , 
2 = 71 2 = 1 

откуда вытекает нужное утверждение. 
Рассмотрение остальных случаев не представляет труда и может быть 

предоставлено читателю. 
Перейдем к доказательству достаточности выведенных нами условий. 

Докажем, прежде всего, следующую лемму. 
ЛЕММА 6. Пусть X — алгебраическая кривая на поверхности, V, Р — 

неособая точка на X. Пусть g(x, у) = 0 — локальное уравнение кривой X 
в точке Р, и пусть m, k — целые, большие нуля, а Х/ — алгебраическая кри­
вая на V такая, что i(X,X',P) = km. Обозначим ее локальное уравнение 
через F' (х, у) = 0. Тогда существуют последовательность бесконечно близ­
ких точек Р = PW < Р(1> <С . . . <С Р(к~1) и кривая X" такие, что 
(X", Р<*)) = m для i = 0, . . . , к = 1, и если F(x, у) = О — локальное 
уравнение кривой X" в точке Р, то 

F'(xh у) -F(x,y)=0 (mod (g(x, у))). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим сначала, что к = 1. Пусть 

F'{x, у) = рг(х, у) + pi+i(x, у) + . . . , 

где pi(x, у) — однородный полином степени I. Если I ^ m, то все доказано. 
Пусть I .< т и у = О — локальное уравнение касательной к кривой X 
в точке Р. В силу того, что i(X, Х/, Р) = т > Z, имеем: 

i-h 

Pi(*> У) = Ук П (а*х + Ъ*У)> ai Ф °' * > °-

Отсюда следует, что 
F"(x, у) = F'{x, у) - g(x, y)kh{x, у) = pi+iOr, » ) + . . . , 

где 
р7 (х, у) н 

h(x, у) = — — + pi-fc+i(x, у)-\ , 
у 

и, таким образом, 
F'(x,y)-F"(х, у)=0 (mod (g(xiy))). 



1090 И. В. ДОЛГАЧЕВ 

Продолжая этот процесс, мы получим утверждение леммы. 
Пусть теперь к > 1. Воспользовавшись предыдущим процессом, мы мо­

жем считать, что 
Р'{Х,У) =Pm+l(x,y) +... . 

Прибавляя к этому многочлену многочлен g(x, у)т, мы получим многочлен 

Р"(Х,У) =Ут + .:.. 
Отсюда следует существование точки Р(1), бесконечно близкой к точке Р 
первого порядка, такой, что для кривой Х\ определяемой уравнением 
F'Ч^» У) = = 0, имеем: (X', РМ) = т. То же самое рассуждение можно про­
вести для точки Р ^ и кривой X'. 

Лемма доказана. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть ©з — кубическая кривая на плоскости, каждая точ­

ка которой либо неособая, либо является обыкновенной двойной точкой. 
Пусть Р^ . . . , Рп — неособые точки этой кривой, а Ал, &2, . • •, кп — целые 
неотрицательные числа. Предположим, что 

п 

:2(Л<+1)=9 
i=i 

U 

2 = 1 

где &ш — точка пг-го порядка в группе неособых точек кривой @з. Тогда 
для любого целого m > 0 существует пучок Альфана 

v i {hi) 

Пусть теперь на кривой @з заданы точки Pi, . . . , Рп , среди которых есть 
особые {скажем, Pj, 7 = 1, . . . , г, г ^ 3). Пусть ки . . . , кг — положи­
тельные, а кг+2, . . . , кп — неотрицательные целые числа. Если кривая @з 
неприводима и ki < 8, то пусть Ai — произвольная точка на этой кривой; 
если кривая @з распадается на 3 прямые, то пусть Aj (7 = 1, . . . , г) — 
произвольные точки, лежащие на компонентах, не проходящих через 
точки Pj соответственно. Если, наконец, @3 распадается на квадрику 
и прямую, то пусть Aj (7 = 1 или 7 = 1 , 2 ) — точка на квадрике, если 
kj = 1, 3, 5; на прямой, если kj = 4, 6, и произвольная, если kj — 2. 
Предположим, что во всех случаях 

п 

2 ( ^ + 1) = 9 
2 = 1 

и 
п г 

*( 2 (** + 1)л--2^) =8т-
'2 = Г+1 j = l 
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Тогда для любого целого т > 0 существует пучок Алъфана 

говз—З^Р* , 

Зля которого точки Aj будут ассоциированы относительно особых точек Pj 
() = !,...,г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала первую часть теоремы. Пусть 
Ри • • •, Рп — неособые точки кривой @з. По условию, 

г—1 

Отсюда имеем 
п 

s U 2 f t + i)^ =0, 
а так как в силу предложения 1 гоморфизм s является изоморфизмом на 
дивизорах нулевой степени кривой @з, то 

п 

.'%m(ki + l)Pi~3m(U + Ql + b!t), 
2 — 1 

где О + ©2 + £>з —неособый цикл, высекаемый на кривой ©з прямой. 
Так как система дивизоров, высекаемая на кривой формами фиксирован­
ной степени, полна [см. (9) ], то существует такая кривая X, которая вы­
секает дивизор 

п 

г = 1 

Следовательно, 
i(93,X, Р{) =m(ki+l). 

Пусть уравнение кривой X : fim(^, у) = 0. Воспользовавшись преды­
дущей леммой, мы можем считать, что существует такая точка P[kl\ что 

(X, Pihl))=m. 
Если теперь применить лемму к точке Рг, то мы получим существование 
такой точки Р^г) , что (Х,Р^2)) — ттг, но к сожалению, предыдущее свой­
ство в точке Р\ кривая X может потерять. Поэтому предыдущую лемму 
применить сразу ко всем точкам нельзя. Пусть кривая X имеет в точке Рг 
I — кратную точку. Допустим сначала, что кч = 0. В этом случае рассмот­
рим пучок кубических кривых, проходящих через точку PfcJ, точку Р% 
и произвольные другие точки, отличные от этих двух, и пучок кубических 
кривых, проходящих через точки Р^) и произвольные другие точки, 
отличные от точек Р\ и Рг. Будем увеличивать кратность кривой X в точ­
ке Рг тем же приемом, как и в доказательстве предыдущей леммы, беря 
за полином h(x,y) произведении (I—к) подходяще выбранных кривых 
из первого пучка и (т — I) кривых из второго пучка. Тогда особенность 
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кривой X в точке Pi не нарушится, а в точке Рч мы сможем считать, что X 
имеет тга-кратную точку. Аналогично, если hi > 0, то сначала мы доби­
ваемся, чтобы кривая X имела в Рг т-\- 1-кратную точку, а потом к урав­
нению X прибавляем многочлен @™; этим мы достигаем того, что кривая X 
будет проходить через некоторую точку Р£\ причем i(X®3, P^)=m. 
После этого за первый пучок берем пучок ©з — Pi<fel) — Рг(1) — .. ., а за 
второй — прежний пучок и добиваемся, чтобы (X, Р ф) = т. Если /с2 > 1, 
то снова продолжаем этот процесс. Таким образом, мы можем считать, что 
существуют точки P[kl) и Р(£г) такие, что 

(X, Р(* °) = (X, Pf2)) = т. 

Аналогично, если кратность кривой X в Рз меньше ттг, то применяем 
аналогичный прием, беря за первый пучок пучок 

а за второй пучок — пучок 

® з - Р ? , ) - Р 2
< М - . . . • 

Снова считаем, что кратность X в Рз равна т, а если кз > 0, то равна 
т + 1. Прибавляя к X т-ую степень кривой @з, мы получаем существова­
ние точки Р3

(1), для которой 

Далее, рассматриваем пучки 

и 

@ 3 - P i ( f t l ) - P f 2 ) - . . . 
и добиваемся, чтобы (X, PW) = т. Продолжая этот процесс, мы получаем 
существование точки Р^з), для которой 

(X, Pf3)) = т. 
Единственное затруднение может представить случай, когда &i = кг = .. .• 
. . . = kg = 0 и т > 1. В этом случае, пользуясь предыдущим приемом, мы 
можем считать, что (X, Pi) = т для i = 1, . . . , 8, и (X, Р9) = I <С тп. 
Если мы снова рассмотрим пучок 

8 

то точка Q не совпадает с точкой Рэ (в противном случае мы бы получили 
9 

пучок Альфана @3 2 *̂» а з н а ч и т> в СИЛУ теоремы 2, 
г = 1 

9 

г = 1 
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что противоречит условию теоремы. Рассмотрим поэтому пучок 
9 

где Q ф Pi, и пучок 

8 

г=2 

где (/, (? /7фР9, Pi- Применим теперь к точке Рэ прием, использованный 
при доказательстве леммы 6, взяв за многочлен h(x,y) произведение 
(Z — к) подходяще выбранных кривых из первого пучка и (т — 1) любых 
кривых из второго пучка. В результате мы получим (Z + 1) кратную точку 
з Р9) 771-кратные точки в Рг, . . . , Ре, а в точке Pi кривая X будет записы­
ваться в виде 

0 = yh +рт(х1 у) + . . . . 
Умножим уравнение кривой ®.д на (т — к) произвольных кривых из 
пучка 

9 

®3-%Pi-Q, <?ФР, 
г=2 

и вычтем полученную кривую из кривой X. В результате получим кри­
вую X', для которой 

(X', Рг)=т, 1 = 1 , . . . , 8, 
(Х',Р9)=1+1. 

Если потребуется, то этот процесс можно продолжить до тех пор, пока мы 
найдем кривую Х,г такую, что 

(X", Pi) = т, i = 1, . . . , 9. 

Рассматривая теперь комбинацию кривых X и /?г@з, получаем пучок 

ттг®3 - 2 шр{У > 

удовлетворяющий всем свойствам пучка Альфана, кроме, быть может, 
неприводимости. Для доказательства его неприводимости, рассмотрим по­
верхность, полученную после а-процессов в точках Р[ ъ\ Образ нашего 
пучка на этой поверхности задает регулярное отображение j t rF -vP 1 , 
общим слоем которого является кривая арифметического рода 1, быть мо­
жет, приводимая. Пусть г-.В-^Р1 — такое накрытие степени t прямой Р1, 
что общий слой отображения я ' : V X В-^В неприводим [см. (*), гл. 1, 
§ 3]. Пусть а е Р1, тогда 

я -* (а )= 2 *>' {Ъ)-
6Er- i (a ) 
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Рассматривая анти-а-процессы в точках P[kb, мы видим, что образ общей 
кривой пучка Альфана является объединением t неприводимых кривых, 
имеющих в каждой точке Р[кд р = — -кратную особую точку (мы 
воспользовались тем фактом, что слои расслоения я ' алгебраически экви­
валентны) . Отсюда следует, что образ каждой такой кривой вместе с кри­
вой р@з образует пучок Альфана 

Л <*•> 
р®г-2рРгг , 

2 = 1 

а в силу теоремы 2 
п 

ps ( 2 (** + ' l)Pi) = PSm = 0, p<m, 
i = l 

что противоречит условию теоремы. 
Докажем теперь вторую часть теоремы. Пусть среди точек Р{ есть осо­

бые точки. Разберем отдельные случаи. 
1) ®з — типа 1). Тогда 

s ( 2 ( f c i + l ) P * - ; l i ) = e m , 
i=r 

откуда получаем: 
п 

2 m(ki + l)Pi~mAt + m(7 — kt)Q, 
2=2 

где © — неособая точка перегиба кривой @з (см. предложение 1). Прове­
дем через точки S>^~h'\ At и Pi кубическую кривую А3 и пусть ее уравне­
ние будет Аз = 0. Предположим, что кривая А3 проходит через точку P[kl\ 
причем P[kl) принадлежит некоторой поверхности V, доминирующей Рг\ 
Ф : Р1 ->- V — каноническое отображение. Пусть ®3 — полный образ кри­
вой @з при этом отображении; образы точек D и 4 i на @3 мы будем обозна­
чать теми же буквами. Точка P[kl) является неособой точкой кривой ®3~ 
Собственный образ кривой тАз высекает цикл 

mPihl)+ mAi + го(7 — h)Q. 
Так как 

4 

mp(ko + т V ^ . + 1 j p i „ трро + mAi + го(7 - h)0, 
2=2 

ТО ЦИКЛ 
п 

тР?1] + 2 ^ ( ^ + 1) Pi 
2=2 

также высекается некоторой кривой X [см. (9)]. Воспользовавшись лем-
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мой 6, мы можем считать, что кривая X имеет в точке P{kl) га-кратную осо­
бую точку. Рассматривая образ кривой X на плоскости, мы получим суще­
ствование такой кривой X' на плоскости, что 

(X', Pi% )=т, 
i(XI,e3jPi)=m(ki + l). 

Воспользовавшись процессом, аналогичным проведенному выше, мы можем 
найти такую кривую Xй, что 

(X",Pi ) = m(ki + l), 
где PW — некоторые бесконечно близкие точки к точкам Pi. Кривая X" 
вместе с кривой т<&3 образуют пучок Альфана. Доказательство неприво­
димости аналогично предыдущему. Легко видеть, что точка At ассоцииро­
вана с пучком Альфана. 

2) ®з — типа 2). Предположим сначала, что среди точек Pi только одна 
особая; обозначим ее через Pi. Имеем: 

s (т 2 (ki + l)Pi - mAi J = 0. 

Пусть к\ = 1. Рассмотрим кубическую кривую, проходящую через точки 
At, ©(1), Q£\ © ^ и некоторую точку Р(*\ где © — произвольная точка на 
прямой, а © + ©1 + ©а высекается прямой L. Рассуждение, вполне анало­
гичное предыдущему, доказывает существование пучка Альфана 

п 

т@з- 2™P/V . 
2 = 1 

В случае kt = 2 мы рассматриваем кубическую кривую, проходящую через 
точки At, ©(1), ©2(1), © и некоторую точку Р[2); аналогичное исследование 
проводим для kt = 3 (см. определение ассоциированных пучков для пучка 
Альфана с кривой @з типа 2). 

Пусть теперь / \ и ?2 — особые точки кривой. Разберем для примера 
случай kt = 2, к% = 3. Остальные случаи разбираются аналогично. 
Имеем: 

ros ( S (ki + l)Pi-Ai-A2^j = 0. 
i=3 

Рассмотрим кубическую кривую Аз, проходящую через точки At, ©, © ^ 
0^ и некоторую точку Pf\ и кубическую кривую А'ъ, проходящую через 
точки Аг, ©W, ©1, ©2 и некоторую точку Pf\ если At лежит на квадрике, 
и точки Ач, ©i(1), ©^ и некоторую точку Р<Р>, если At лежит на прямой. 

Кривая Аз • Азг высекает цикл 

Ау + Аъ + РГ+ Р? + 3© + 3©i + 3©2 
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(в смысле, указанном выше). Так как 

тР? + mPJP+ т 2 '(*< + ВД + Ът(0 + ©i + ©2) ~ 

~ mPii2)+ mP2
(3) + rnAi + тА2 + 3/тг (© + ©i + ©г) 

и второй цикл высекается кривой А™, А'™ , то и первый цикл высекается 
некоторой кривой X. Но цикл Ът (© + ©i + ©2) высекается некоторой кри­
вой X' (образ ЪтЬ при каноническом отображении Р2 на поверхность V, 
на которой лежат точки Р^ и Р^). Покажем, что высекается и цикл 

71 

тР? + тР®+т% (ki + l)Pi. 
i=3 

Пусть @з — полный образ кривой @з на V. Имеем: 
п 

D = тР? + mPf + т 2 (А* + i)Pi + 3m(© + ©1 + ©2) = @'з-Х, 

D' = 3/тг(© + ©! + © 2 )= @|.ХГ, 

Отсюда получаем: 

D — D' = ®3.(X — X'). 

Проекция дивизора X — X' на Р2 есть дивизор, эквивалентный 

т(Аз + А3) — ЪтЬ, 

который, в свою очередь эквивалентен положительному дивизору ЪтЬ. 
Отсюда следует, что линейная система на V 

\Х-Х'\ф0, 

а значит, существует положительный дивизор на ©' 

D" ~ D-D', 

высекаемый кривой. Но система дивизоров кривой ©', высекаемых фор­
мами фиксированной степени полна, откуда следует, что дивизор D -~Df 

также высекается некоторой кривой X". 
3) ®з — типа 3). Здесь доказательство аналогично предыдущему 

и принципиально новых рассуждений не содержит. 

§ 4. Основная теорема 

Теперь мы в состоянии доказать основную теорему. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть mV-^P1 — минимальная модель рациональной 

поверхности с пучком эллиптических кривых. Существует бирациональ-
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ное отображение <р : V-+P2 такое, что образ пучка эллиптических кривых 
поверхности V является пучком Алъфана 

п 

2 = 1 

где т®з — образ вырожденного слоя я максимальной кратности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим 3 случая, соответствующие возмож­

ным минимальным моделям поверхности У. 
1. Минимальная модель У— проективная плоскость Р2. В этом случае, 

согласно следствию к лемме 1, образ пучка эллиптических кривых У 
является пучком кривых степени Ът. В силу теоремы 1 в этот пучок 
входит т-я степень кубической кривой т®з. Согласно результатам Неро­
на (7) и Кодаиры (5), кратный вырожденный слой поверхности с пучком 
эллиптических кривых односвязен и все компоненты входят в него с оди­
наковой кратностью. Отсюда следует, что кривая ®3 может иметь только 
обыкновенные двойные особые точки. В силу леммы 2, получающийся 
пучок на плоскости является пучком Альфана (для которого число п 
равно числу непересекающихся исключительных кривых на У, а точки 
Pi<ki) — образы этих кривых при их стягивании). 

2. Минимальная модель У — проективная квадрика Ро = Р1 X Р1. 
В этом случае, если F обозначает образ кривой пучка У, в силу лемм 1 и 3 
имеем: 

F ~ m(2s + 2b0). (1) 

Как легко проверить, Z(2s + 2 b o ) = 9 (образующие пространства 
L(2s + 2bo) — это функции xlyi, 0 ^ ' i ^ 2, 0 ^ / ^ 2). Любая кривая 
на F0, являющаяся пересечением нашей квадрики с любой другой квадри­
кой, входит в линейную систему |2s + 2b0|. Так как линейная система 
таких кривых имеет тоже размерность 9 (линейная система в Р&\ со­
стоящая из всех квадрик имеет размерность 9, так как она порождается 
квадриками вида xtfxjx^xi = 0, i + ;' + к + I — 2), то мы получаем, 
что любая кривая из |2s + 2fro| является кривой 4-го порядка в Р3, 
а в силу (1) кривая F имеет порядок im. В силу следствия из леммы 2, 
пучок эллиптических кривых на Р1 X Р \ полученный из пучка на У, 
имеет базисные точки в числе, равном числу непересекающихся исключи­
тельных кривых на У, и каждая такая точка является ттг-кратной особой 
точкой общей кривой пучка. Взяв любую из базисных точек за центр 
стереографической проекции Р1 X Р1-*- Р2 (хотя бы одна базисная точка 
всегда существует, ибо, как замечалось в самом начале работы, на V су­
ществует по крайней мере одна исключительная кривая), мы получим, 
что образ пучка кривых Р1 X Р1 на Р2 будет пучком кривых степени Зт. 
Дальнейшее доказательство проводится так же, как в случае 1. 

3. Минимальная модель У — поверхность F2. В этом случае при тех 
же обозначениях имеем: 

F~m(4s + 2b2). (2) 

* Известия АН СССР, серия математическая, № 5 
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Отсюда следует, что 

(F.b2) = m(4(s-b2) + 2(b%)) = 0. 

Поверхность, полученная разрешением квадратичной особенности конуса 
2-го порядка К в Р3, будет минимальной рациональной моделью, на кото­
рой будет лежать кривая (образ особой точки) с индексом самопересече­
ния — 2. Но, как известно [см. (*), глава 5) ] , таким свойством обладает 
только F2. Образ общего слоя F на К в силу свойства (F-b2) = О не будет 
проходить через особую точку конуса. Кроме того, образ кривой 
L е 12s + &21, являющейся образом рациональной кривой на Р1 X Р1 из 
того же семейства, что и прообраз Ъ2 при элементарном преобразовании 
elm-/^-^^2, при отображении F2->- К будет плоским сечением конуса. 
Так как 

(L-h) =2(5-62) + (Ь2
2) = 0 , 

то можно говорить об {L-F) на конусе (мы сохраняем для образов L и F 
те же обозначения), который равен 4га. Действительно, на F2 имеем: 

(L-F) =m(2s + Ъ2) (4s + 2&2) = 4га, 

a F и L не пересекаются с Ь2. 
Таким образом, кривая F — общий слой пучка — будет кривой степени 

4 га в Р3. Воспользовавшись, как и в случае 2 стереографической проек­
цией из базисной точки пучка, получим пучок кривых степени Зга на пло­
скости Р2. Далее доказательство совпадает с доказательством для случая 1. 

Теорема доказана полностью. 
С л е д с т в и е 1. На рациональной поверхности с пучком эллиптиче­

ских кривых имеется не больше одного кратного вырожденного слоя. Крат­
ность этого слоя равна га = (S-F), где S — исключительная кривая на Vf 
a F — произвольный слой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы на V было больше одного кратного слоя, 
то воспользовавшись теоремой 4, мы получили бы на плоскости пучок вида 

га 

п 

где F™m = 0 — уравнение образа слоя кратности щ который, очевидно, 
п 

приводим, что противоречит неприводимости пучка на V (напомним, чтог 
как замечалось в доказательстве теоремы 1, кратность любого слоя делит 
га). 

С л е д с т в и е 2 (теорема Бертини). Любой пучок эллиптических кри­
вых на плоскости бирациональным автоморфизмом последней может быть 
приведен к пучку Альфана. Два пучка Алъфана с различными числами га 
не эквивалентны. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение получается из следующей 
коммутативной диаграммы рациональных отображений: 

где Я1 — рациональное отображение проективной плоскости на проектив­
ную прямую, задаваемое исходным пучком эллиптических кривых; d — 
регуляризация этого отображения с помощью о-процессов в базисных 
точках пучка [см. (*), гл. 1, § 2, теорема 1]; г — отображение поверхности 
V на ее минимальную модель V; Я2 — регулярное отображение поверх­
ности с пучком эллиптических кривых V на прямую Р1; ф — отображе­
ние V на Р2, фигурирующее в теореме 4; яз — каноническое отображение 
поверхности с пучком эллиптических кривых V на прямую Р1; \|) = ф о г о 
°d — искомый бирациональный автоморфизм Р2; Я4— рациональное ото­
бражение Р2 на Р1, задаваемое пучком Альфана. 

Второе утверждение следует Ж2 того факта, что число т, равное крат­
ности единственного вырожденного кратного слоя поверхности с пучком 
эллиптических кривых, является инвариантом относительно бирациональг 
ных преобразований таких поверхностей. 

Мы называем расслоение на эллиптические кривые я : V ->- В якобие­
вым, если существует регулярное сечение s : В ->- V такое, что я о s = 1, 
Легко показывается, что, если F — общий слой я, то 

(s(B).F) = l. 

Отсюда следует, что я без кратных слоев. 
С л е д с т в и е 3. Если я : V —>-Р1 — минимальная модель рациональной 

поверхности с пучком эллиптических кривых, являющейся якобиевым 
расслоением, то существует бирационалъное отображение,ф -V -+Р2 такое, 
что образ пучка поверхности V является пучком кубических кривых. 

Московский Государственный Постудило 
Университет 26.V.1965 
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