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В работе описываются алгебраические поверхности типа КЗ, обла
дающие гиперэллиптическими кривыми. Доказывается прямая и обратная 
теоремы о представлении таких поверхностей в виде двойной плоскости. 
Выясняется связь поверхностей этого типа с эллиптическими поверхнос
тями. 

Введение 
Пусть k — алгебраически замкнутое поле характеристики рФ2. Алге

браическая проективная гладкая поверхность X над k называется КЗ-по
верхностью, если X регулярна и канонический класс X тривиален, т. е. 
если Н1(Х, (Ух)=0 и сох—(Ух- Назовем КЗ-поверхность специальной, 
если на ней существует гиперэллиптическая кривая С рода g^2. Цель 
настоящей работы дать явное описание всех таких поверхностей. Мы 
показываем, что специальные КЗ-поверхности есть в точности те КЗ-по
верхности, которые допускают представление в виде двойной плоскости 
(т. е. бирационально изоморфны аффинной поверхности в А| с уравне
нием z2 = F(x,y)). Пусть я обозначает класс КЗ-поверхности X, т. е. наи
меньшую из больших единицы размерностей полных линейных систем 
на X Мы показываем, что для специальных КЗ-поверхностей я может 
принимать только значения 2, 3, 4 или 5. Это дает ответ на вопрос из 
работы (2). Кроме того, при я > 2 условие специальности эквивалентно 
условию существования на X пучка эллиптических кривых показателя 
^ 2 . В § 4 работы мьг показываем, что универсальная накрывающая 
эллиптической поверхности Энриквеса (или любой поверхности Энрикве-
са, если char(&)=0) является специальной КЗ-поверхностью. 

Основой всех предыдущих результатов служит следующая 
ТЕОРЕМА ЭНРИКВЕСА —КАМПЕДЕЛЛИ. Двойная плоскость, 

бирационально изоморфная КЗ-поверхности, эквивалентна одной из сле
дующих двойных плоскостей: 

а) z2 = F6(x, у), где FQ{xyy) =0 — кривая степени 6; 
б) z2 = F8(x, у), где F8(x,y)=0 — кривая степени 8, ицеющая две 

обыкновенные четверные особые точки (быть может, бесконечно близ-
кие); 

в) z2=Fio(x,y), где Fi0(x, у) =0 — кривая степени 10, имеющая семи
кратную особую точку и две обыкновенные тройные точки, бесконечно 
близкие к ней первого порядка; г 
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г) 22 = Р{2(х,у), где Fi2(xfy) =0— кривая степени 12, имеющая девя
тикратную особую точку и три бесконечно близкие к ней первого поряд
ка трехкратные обыкновенные точки. 

Доказательство этой теоремы было дано Энриквесом в 1896 г. (8) и 
позже она передоказывалась Кампеделли (6), (7). В настоящей работе 
приводится модернизация доказательства Кампеделли. 

Продолжение этой работы будет посвящено модулям и автоморфиз
мам специальных КЗ-поверхностей. 

§ 1. Основные определения и вспомогательные леммы 

О п р е д е л е н и е 1.1. КЗ-поверхностью называется гладкая проек
тивная алгебраическая поверхность X с Н1(Х, 0х)=О и сох = &х~(Ух-
КЗ-поверхность называется специальной, если на ней существует глад
кая гиперэллиптическ^я кривая рода g^2. 

ЛЕММА 1.2. Пусть D=^1niDi — эффективный связный дивизор на 
i 

КЗ-поверхности X. Предположим, что хотя бы для одного значения i 
Ш=\. Тогда 

dim|D|Mdi.n*//°(X, Ox(D))- 1 = ^ + 1, 

Pa(D)^dinkHl(D,0D) = din\D\. 

Точная последовательность пучков 

дает точную последовательность групп когомологий 
О —Я0 (X, Ох) -* #° (D, Op) —Я1 (X, Ох ( - D)) -> 

— Я1 (X, Ох) -> Я1 (D, О о) -* Я2 (X, Ох (— D)) -> Я2 (X, Ох) -* О-

Так как X является КЗ-поверхностью, то 
№(X,0*) = O, Я2(Х, б > х ) ~ Я 0 ( Х , о ) х ) ^ . 

С другой стороны, в силу условия на D, 

H°{D,0D) = k. 

Следовательно, 
ЯХ(Х, Ox(-D)) = 0, dinkHl(D9 0D) - din*tf2(X, Ox(-P)) - 1. 

Остается воспользоваться теоремой Римана — Роха для пучка 
Ох{—D) и двойственностью Серра. 

О п р е д е л е н и е 1.3. Число 
jt(X) = min{d iT i |D | | d iT i ' |D |> l ' } 

DCZX : 

называется классом КЗ-поверхности X. 
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З а м е ч а н и я 1. В случае k = C класс к(Х) может принимать про
извольное значение ^ 2 [см. (*), гл. IX]. По-видимому, это верно и в 
общем случае [ср. (9), стр. 256]. 

2. В книге (*) КЗ-поверхности назывались куммеровыми поверхно
стями. В настоящее время под последними понимают частный случай 
КЗ-поверхностей — неособые минимальные модели фактора двумерного 
абелевого многообразия относительно инволюции х-^—х. Произвольные 
КЗ-поверхности называются иногда обобщенными куммеровыми по
верхностями (ср. (9)). В работе (2) специальной куммеровой поверх
ностью называлась КЗ-поверхность, для которой класс к реализуется 
системой гиперэллиптических кривых, Наше определение, очевидно, 
несколько шире. Пример, показывающий, что эти определения различ
ны, нам неизвестен. 

О п р е д е л е н и е 1.4. Морфизм f: X'-^X полных целостных алге
браических поверхностей называется двулистным накрытием, если вы
полняется одно из следующих эквивалентных условий: 

1) f индуцирует сепарабельное квадратичное расширение полей 
функций k(X')lk{X). 

2) Существует открытое подмножество UdX' такое, что f\U явля
ется конечным морфизмом степени 2. 

3) Морфизм / разлагается в композицию X' -^ Хх -^ X, где fx — бира-
циональный морфизм, а /2 — конечный морфизм степени 2. 

Доказательство эквивалентности утверждений 1)—3) использует 
стандартную технику теории схем ((10), ch. 3) и не представляет труда. 

О п р е д е л е н и е 1.5. Двойной плоскостью называется алгебраи
ческая поверхность, бирационально изоморфная аффинной поверхности 
Spec (k[х, у, г] / (г2—F (ху у))). 

П р е д л о ж е н и е 1.6. Алгебраическая поверхность X является двой
ной плоскостью, если и только если она бирационально эквивалентна 
поверхности X, являющейся двулистным накрытием проективной плос
кости Р^. 

Доказательство очевидно. 
ЛЕММА 1.7. Пусть g : Х'->-Х — двулистное накрытие гладких поверх

ностей. Тогда для любых дивизоров D\ и D2 на X имеем: 
(T(D1)-r(Dt))x' = 2(Dl-D9)x. 

Доказательство тривиально следует из общих свойств колец Чжоу. 
ЛЕММА 1.8. Если D — целостный дивизор на КЗ-поверхности, то 

линейная система \D\ не имеет базисных точек. 
Доказательство см. в (!), гл. VIII, лемма 2. 
П р е д л о ж е н и е 1.9. Пусть С — гиперэллиптическая кривая на КЗ-

поверхности X с ра{С) =пг. Линейная система \С\ задает двулистное на
крытие f:X->V, где V — поверхность степени m—1 в Р£*. 

Доказательство см. в (!), гл. VIII, лемма 3. 
П р е д л о ж е н и е 1.10. Пусть f:X'-+X — двулистное накрытие глад-

fl h г / 
ких поверхностей. Пусть Х'-+-Х*-**Х— разложение Штейна для f (см. 
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условие 3) определения 1.4), Тогда особые точки поверхности Х*г есть в 
точности прообразы особых точек кривой ветвления W конечного накры^ 
тия f2. 

Действительно, поверхность'Х'г нормальна и поэтому можно восполь
зоваться локальными свойствами конечных накрытий Галуа алгебраи
ческих многообразии [см. (12)]. 

О п р е д е л е н и е 1.11. Кривая W из условия предложения 1.10 на-~ 
зываётся кривой ветвления двулистного накрытия. 

С л е д с т в и е ! . 12. Предположим, что кривая ветвления двулистного 
накрытия f: Х'-+ X неособа и поверхность X' является минимальной мо
делью. Тогда f — конечный морфием. 

ЛЕММА 1.13. Пусть f:X'-+X— конечный морфизм степени два нор
мальной поверхности X' на гладкую поверхность X. Предположим, что 
кривая ветвления W морфизма f имеет лишь обыкновенные двойные точ
ки Ри ..., Рп. Пусть Х-+Х — раздутие этих точек. Тогда нормализация Х/ 

поверхности Х'ХхХ является гладкой поверхностью, а проекция Х'-+Х 
индуцирует конечное накрытие, кривой ветвления которого является соб
ственный прообраз кривой W. 

Это утверждение есть частный случай «метода Юнга» разрешения 
особенностей поверхностей. Его проверка сводится к тривиальным ло
кальным вычислениям, которые мы опускаем. 

§ 2. Теорема Энриквеса—Кампеделли 
На протяжении этого параграфа через Fn мы будем обозначать от

носительно минимальную модель рациональной поверхности, обладаю
щую рациональной кривой Sn с (S%) =—п (п — целое неотрицательное 
число, не равное 1) [см. (*), гл. 4]. Через L будем обозначать любой из 
слоев канонического морфизма Fn-+Pl, сечением которого является кри
вая Sn . 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть ср: Х-+Р™ — морфизм нормальной про
ективной поверхности, образ которого ц(Х) является нормально вложен
ной поверхностью степени m—.1.. Тогда существует разложение 

где f — бирациональный морфизм, а V — одна из следующих поверхно
стей: Р | , Fn или поверхность Fn, получающаяся стягиванием в нормаль
ную точку кривой Sn на Fn. 

Гиперплоское сечение поверхности ф(^) является кривой степени 
m—1, нормально вложенной в (т—1)-мерное проективное пространст
во; Mai теоремы Рйзйана^Роха следует, что такая кривая рациональна. 

/ 
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В силу предложения 2 из работы (4) отсюда следует, что нормализация 
V поверхности ф(Х) является одной из перечисленных выше поверхно
стей. Так как поверхность X нормальна, то получаем требуемое утверж
дение. 

ЛЕММА 2.2. Пусть А— двумерное геометрическое регулярное ло
кальное кольцо с полем вычетов k характеристики, отличной от 2. Пусть 
g — автоморфизм второго порядка кольца А. Тогда кольцо инвариантов 
Аё является либо регулярным, либо его пополнение А% изоморфно попол
нению локального кольца вершины квадратичного конуса. 

Очевидно, можно считать кольцо А полным, а следовательно, изо
морфным кольцу k[[x, у]]. В этом случае действие g эквивалентно ли
нейному и поэтому можно считать, что либо g{x)=x, g(y) =—*/, либо 
g(x)=—х, g(y)=—у. В первом случае A$~k[\[x, у2]] регулярно, а во 
втором A£~k[[x2, у2, xy]]~k[[u, v, w]]/(uv—w2). Тем самым лемма до
казана. 

ТЕОРЕМА 2.3. Пусть X — специальная КЗ-поверхность. Тогда суще
ствует двулистное накрытие f:X-+V, где V — одна из следующих по
верхностей: Р | , F0, Fn {n = 2, 3, 4), F2. 

Пусть С — некоторая гиперэллиптическая кривая на X, m — ее род. 
• Применяя предложения 1.9 и 2.1, мы получим двулистное накрытие 
f:X-+V9 где V — либо Р | , либо Fn, либо Fn. Покажем, что случай п>4 
невозможен, а для п = 3 и п = А морфизм f:X-*Fn пропускается через 
канонический морфизм Fn-+Fn, стягивающий сечение Sn в особую точку. 

Предположим, что имеет место первый случай, т. е. V = Fn с п > 4 . 
Пусть f:X -^Х' -+Fn— разложение Штейна морфизма / (т. е. фх бирацио-
нален, а ф2 — конечный морфизм степени 2). Допустим, что морфизм фх 
является изоморфизмом в некоторой окрестности ф г 1 ^ ) . Тогда/^(S^) есть 
либо Rx + R%, где Ri — рациональные кривые на X, либо f'1 (Sn) — неприво
димая кривая. В любом случае (f1(S / l)2)>—8. Так как, с другой стороны, 
{f~l(Sn)2)= —2n, то отсюда получаем, что / г < 4 . 

Пусть теперь f~l (Sn) =Dx-j-... Dr + R, где D»( l^ i^ r )—рациональ
ные кривые (быть может, приводимые), стягивающиеся морфизмом ф1 
в различные особые точки X', лежащие на ф"2

1(5Д a R—собственный про
образ Ф ; 1 ^ ) . Имеем: 

(Г (Snf) = - 2/i= 2 (Df) + 2 J (D<R) + R\ 

Снова очевидно, что R — либо неприводимая кривая, либо R = Ri + R2, 
где Ri — рациональные кривые. В любом случае (R2)^—8. Так как 
<£>•)=—2 (см. лемму 1.2), а (£*/?)> 1, то отсюда получаем: 

л ^ г — ^(DiR) — ( - ^ - < 4 . 
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Заметим, что здесь п>0 может быть только в случае r = l , n = 3, R\ = R2* 
Предположим теперь, что имеет место второй случай: V=Fn (п>2). 

Пусть Р — особая точка поверхности Fn. Если бы морфизм / : X-+Fn был 
конечным над окрестностью точки Р, то локальное кольцо ОР было бы 
фактором регулярного кольца под действием группы 2-го порядка. 
В силу леммы 2.2 отсюда бы следовало, что Р — либо неособая точка, 
либо обыкновенная двойная точка. Последнее, очевидно, противоречит 
тому, что я > 2 . Таким образом, f~l(P) —дивизор на X. В силу универ
сальности раздутий, мы получаем отсюда, что f разлагается в компози
цию X-*Fn-+Fn. Теорема доказана. 

п р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть f-.X-^F®— двулистное накрытие с КЗ-
поверхностью X. Тогда кривая ветвления W морфизма f имеет степень 
(4,4). Кроме того, на X существуют эллиптические кривые Е\ и Е2 с 
(Ei-E2) =2, для которых линейная система \Ei-\-E2\ неприводима, и лю
бая неособая кривая D^\E{-\-E2\ является гиперэллиптической кривой 
рода 3. 

Пусть Li=L и L2 = S0 — эффективные образующие Pic(F0). Тогда 
(f-l(Li)2) =0 и, следовательно, \f-l(Li) | является пучком эллиптических 
кривых. Если £^(/=1, 2) —неособые эллиптические кривые из этого пуч
ка, то, очевидно, {Ех-Е2) = 2(LrL2) = 2. Так как ((Ех+Е2)2) =4, то 
d i m | £ i + £ 2 | =3 . Неприводимость системы |£i + £ 2 | очевидна. Для лю
бой неособой кривой D^\Ei+E2\ пучок | £ i | высекает на D линейный 
ряд gl размерности 1 степени 2. Следовательно, D — гиперэллиптическая 

fD2\ 
кривая. Ее род равен ^-^-j + 1 = 3 . Если W — кривая ветвления /, то 
(Li-W) =4, так как /_1(L^)—эллиптическая кривая. Значит, W~AL\ + 
+4L2, т. е. имеет степень (4,4). 

П р е д л о ж е н и е 2.5. Пусть f:X-+F2 — двулистное накрытие с КЗ-
поверхностью X. Тогда кривая ветвления W морфизма f эквивалентна 
дивизору 8L+4S2. Кроме того, на X существуют эллиптическая кривая 
Е и две рациональные неособые кривые R\ и R2 с (Ri-R2) = 0, (Ri-E) = 
= (R2-E) = l. При этом линейная система \2E + Ri-{-R2\ неприводима и 
любая неособая кривая D^\2E + Ri~\-R2\ является гиперэллиптической 
кривой рода 3. 

Так как (L2)=0, то \f~l(L)] является пучком эллиптических кривых. 
Пусть E^\f~l(L) | —неособая кривая из этого пучка. Так как (S*) =—2, 
то (f~l(S2)2) =—4. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 
2.3, получаем, что f~l(S2) =R1+R2y где Ri изоморфны S2 и (R\-R2)=0. 
Так как ( f ^ + i ? , ) ) = 2(L-S2) =2 и (ERi)>09 то (£-/?i) = (E-R2) = 1. 
Рассмотрим линейную систему \2E + Ri+R2\. В силу леммы 1.2, 

dinj2£ + Rx + Rt\ = <2£ + *i + *»>a + 1 = 3. 

Так как, с другой стороны, dim\2E + Ri\ =2, i= 1,2, то \2E + Ri + Rz\ — 
неприводимая линейная система. Для любой неособой кривой D^\2E + 
+R\+R2\ пучок \Е\ высекает на D линейный ряд размерности 1 и сте-
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пени 2. Следовательно, D — гиперэллиптическая кривая. Ее род равен 
Р +1-3. 

Пусть W~aL-\-bS2.— кривая ветвления морфизма f. Тогда (W-L) = 
= 4, так как \f-l(L) I —пучок эллиптических кривых. С другой стороны, 
(№.(2L+S 2 ) )=8 , так как \f~l- (2L + S2) | = \2E + RX + R2\ —линейная 
система гиперэллиптических кривых рода 3. Элементарные вычисления 
показывают теперь, что а = 8, a 6 = 4. 

П р е д л о ж е н и е 2.6. Пусть f:X-*-Fz — двулистное накрытие с КЗ-
поверхностью X. Тогда кривая ветвления морфизма f эквивалентна ди
визору 10L+4S3. Кроме того, на X существуют эллиптическая кривая Е 
и неособые рациональные кривые R\ и R2 с (R\-R2) — {Ri-E) = l9 
(R2-E)=0. При этом линейная система \3E-\-2Ri + R2\ неприводима и 
любая неособая кривая D^\3E + 2RX + R2\ является гиперэллиптической 
кривой рода 4. 

Снова, как и в предыдущих предложениях, \f^l{L) | —пучок эллип
тических кривых. Пусть Е — одна из кривых этого пучка. Так как 
(5 | ) =—3, то (f-1(S3)2) =—6. Рассуждая так же, как в первой половине 
доказательства теоремы 2.3, мы получим, что f-1(S3) =2R\ + R2. Здесь 
R2 — исключительная кривая на X, отображаемая морфизмом f в точку, 
a 2R\ — собственный прообраз S3. Так как {{%R\+R2)2) =—8—2 + 
+ 4(#i . /?2)=— 6, то (#г# 2 ) = 1. Кроме того, {Е-(2RX + R2))=2(L-Ss)=29 
и так как, очевидно, (R2:E)=0, то (E-R\)=\. Рассмотрим теперь ли
нейную систему |3£ + 2/?i+i?2 |. Очевидно, что 

dim 1 3£ + 2 ^ +R*\= m + 2Rl + ^ ) 2 ) + 1 - 4 . 

С другой стороны, d\m\3E + Ri-\-R2\<dim\3E + 2Ri\=3. Следова
тельно, система \3E + 2R\-{-R2\ неприводима. Для любой неособой кри
вой D из этой системы {E-D) = (Е- (3E+2Ri + R2)) =2, значит, пучок 
\Е\ высекает на D линейный ряд размерности 1 и степени 2. Таким об-

разом, и — гиперэллиптическая кривая рода Л>— + 1 = 4 . 
Пусть W~aL + bS3 — кривая ветвления морфизма f. Тогда (W-L) = 

= 4, так как \f~l(L) 1 —пучок эллиптических кривых. С другой стороны, 
(W%(3L + S3)) = 10, так как If-1 (3L+S3) | = \3F + 2RX + R2\ —линейная 
система гиперэллиптических кривых рода 4. Простые вычисления пока
зывают теперь, что а=10, a 6 = 4. 

П р е д л о ж е н и е 2.7. Пусть f:X-+F4 — двулистное накрытие с КЗ-
поверхностью X. Тогда кривая ветвления морфизма f эквивалентна ди
визору 12L+4S4. Кроме того, на X существуют эллиптическая кривая Е 
и неособая рациональная кривая R с (R-E) =1. При этом линейная си
стема \4E + 2R\ неприводима и любая неособая кривая из этой системы 
является гиперэллиптической кривой рода 5. 

Доказательство полностью аналогично доказательствам двух преды
дущих предложений, и мы его опускаем. 
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П р е д л о ж е н и е 2.8. Пусть f :X-*-F2-^ двойное накрытие с КЗ-по
верхностью X. Тогда существует двойное накрытие f';X-*V% где.Либо 
V=F0, либо V=F2. 

Пусть Р — особая точка поверхности F2. Если f~\(P) является диви
зором на X, то, в силу универсальности раздутий, морфизм / разлага
ется в композицию X-^F2-^F2i где F2-*F2 — стягивание сечения S2 в осо
бую точку. Если же морфизм f является конечным над некоторой окре
стностью U точки Я, то, в силу леммы 2.2, морфизм / неразветвлен над 
U\P. Так как F2 изоморфно квадратичному конусу в Р | , то мы можем 
считать, что / есть морфизм X на поверхность второго порядка в Р|. 
Прообраз гиперплоского сечения f(X) определяет линейную систему \D\ 
кривых рода я = 3. С другой стороны, прообраз гиперплоского сечения, 
проходящего через вершину конуса, определяет дивизор Ех+Е2 из | D | . 
Так как (D • £,) — 2 (Ei — прообраз образующей конуса), то (Е]) = 0, 
(Ei •Е2) = 2. Значит, Ei — эллиптические кривые на X. Какдый пучок \Et\ 
определяет морфизм Д: X ~* P i Так как (Ег • Е2) = 2, то морфизм Д х / 2 : X - * 
-»P^xPl — F0 является искомым двулистным накрытием. 

ТЕОРЕМА 2.9 (Энриквес — Кампеделли). Специальная КЗ-поверх
ность бирационально эквивалентна одной из следующих 4-х типов двой
ных плоскостей: 

a) Z2 = FQ(X, у), где F6(x,y) =0 — кривая степени 6; 
b) z2=F8(x, у), где F8(x,y)=0 — кривая степени 8, имеющая две 

обыкновенные четырехкратные особые точки (быть может, бесконечно 
близкие — случай Ь'); 

c) z2=Fi0(x, у), где Fi0(x,-y) = 0— кривая степени 10, имеющая семи
кратную особую точку и две тройные обыкновенные особые точки, бес
конечно близкие к ней первого порядка; 

d) z2=Fi2(x, у), где Fi2(x, у) =0— кривая степени 12, имеющая девя
тикратную особую точку и три бесконечно близкие к ней обыкновенные 
тройные точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 2.3 и предложения 2.8 сущест
вует двулистное накрытие f:X-*V, где V — одна из следующих поверх
ностей: Pg , / ^ (л = 0,2, 3,4).' 

С л у ч а й 1. У=Р | . В этом случае для любой прямой L на 
Р | (/-!(L)2) =2(L2) = 2. Следовательно, линейная система \f-l(L)\ со
стоит из кривых рода 2, а индекс пересечения прямой L с кривой ветвле
ния равен 6. Таким образом, л(Х)=2, а кривая ветвления f имеет сте
пень 6. Отсюда вытекает, что поверхность X бирационально эквивалент
на двойной плоскости типа а). 

С л у ч а й 2. V=FQ. В силу предложения 2.4 кривая ветвления W 
морфизма 'f:X-*-V имеет степень (4,4). Пусть Р — некоторая точка на 
F0, че принадлежащая W, F0-+F0 — раздутие Р, X = XXF0/7O, 

fc-X-+F0 — проекция. Взяв композицию / с каноническим морфизмом F0->Pl 
(стягивание собственных прообразов на В0 образующих F0y проходящих 
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через Р), мы получим двулистное накрытие X—>PL Кривая ветвления этого 
накрытия есть собственный образ W относительно блрационального отобра
жения F0—>F0—>Pl и является, очезидно, кривой степени 8 с 
двумя четырехкратными особыми точками (образы стягиваемых кривых на Р0). 

Так как поверхность X бирационально эквивалентна исходной по
верхности X, то получаем, что X бирационально эквивалентна двойной 
плоскости типа Ь). 

С л у ч а й 3. V = F2. В силу предложения 2.5 кривая ветвления W 
морфизма f\X-+V эквивалентна дивизору 8L-f4S2. 

Пусть Pi и Р2 — различные замкнутые точки на Р2, не принадлежа
щие W. Пусть F2-*F2 — раздутие этих точек. Стягивая собственные об
разы образующих L\ и L2, проходящих через Pi и Р2, мы получим дву
листное накрытие поверхности X = XXF2F2-^F^ кривой ветвления W ко
торого будет кривая степени (8,4) с двумя обыкновенными четырехкрат
ными особыми точками, лежащими на сечении S0. Пусть Q — одна из 
этих точек и L — образующая, проходящая через Q. Раздувая точку Q 
и стягивая собственные образы сечений S0 и L, мы получим двулистное 
накрытие X = XXF0F0-^PI С кривой ветвления степени восемь с двумя 
бесконечно близкими четырехкратными особыми точками. Так как по
верхности X и X бирационально изоморфны, то получаем, что X бира
ционально изоморфна двойной плоскости типа Ъ'). 

С л у ч а й 4. V = FZ. В силу предложения 2.6 кривая ветвления W 
морфизма f: X-+V эквивалентна дивизору 10L + 4S3. В этом случае кри
вая W содержит в качестве одной из своих неприводимых компонент 
сечение S3. Пусть W' = W\Sz. Тогда {W'-S3) = \ и (W'-L)=3. Делая 
элементарные преобразования в произвольных трех точках Pi, Р2, Рз, 
не лежащих на Wy мы получим двулистное накрытие / : Ar—KF0, где X 
бирационально эквивалентна X, а кривая ветвления f есть сечение So 
и некоторая кривая W степени (10,3) с тремя четырехкратными особы
ми точками на S0. Делая теперь элементарное преобразование с центром 
в одной из этих особых точек, мы получим двулистное накрытие 
XXF0PO—^Р& с кривой ветвления степени 10 с семикратной особой точкой 
и двумя бесконечно близкими к ней обыкновенными тройными точками. 
Тем самым мы получаем случай с) теоремы. 

С л у ч а й 5. V = F4. В силу предложения 2.7 кривая ветвления W 
морфизма f\X-+FA эквивалентна дивизору 12L + 4S4. В этом случае кри
вая £4 входит в W, а кривая W'=W—S4 с кривой 54 не пересекается. 

Проводя конструкцию, аналогичную случаю 4, мы получим случай 
d) теоремы. 

С л е д с т в и е 2.10. Для любой специальной КЗ-поверхности класс 
п может принимать только значения 2, 3, 4 или 5. 

Действительно, прообраз прямой на двойной плоскости типа а) —d) 
является гиперэллиптической кривой рода 2, 3, 4 или 5. 
9 Серия математическая, № 4 



842 И. В. ДОЛГАЧЁВ 

С л е д с т в и е 2.11. Каждая специальная КЗ-поверхность с классом 
л = 2 (соотв. 3, соотв. 4, соотв. 5) является двулистным накрытием Р | 
(соотв. F,0 или F2, соотв. F3, соотв. FA). 

Как упоминалось в начале доказательства теоремы 2.9, каждая спе
циальная КЗ-поверхность X является двулистным накрытием одной из 
поверхностей Р|, F0, F2, F3 или FA. Если я = 2, то линейная система |С | 
кривых рода 2 определяет двулистное накрытие Х-> Р| . Если я = 3, то 
линейная система \С\ кривых рода 3 определяет морфизм f : J - ^ P | , 
образ которого V является поверхностью 2-го порядка. Каждая такая 
поверхность является либо квадрикой FQ, либо конусом F2. Остается 
применить предложение 2.8. Если jt = 5, то X может отображаться дву
листно только на F4, так как в противном случае в силу предложений 
2.4—2.6 на X существовала бы кривая меньшего рода. При я = 4 мор
физм Х->Р|, определяемый системой кривых рода 4, должен пропус
каться через одну из поверхностей Fn (п = 2, 3,4) (см. доказательство 
теоремы 2.3). Случай п = 2 невозможен в силу предложения 2.5. Случай 
п = 4 невозможен, так как не существует вложения FA в Р|. 

§ 3. Обращение теоремы Энриквеса — Кампеделли 

ЛЕММА 3.1. Пусть X — нормальная алгебраическая поверхность и 
D — целостная кривая на Х} образ которой в группе Pic(X) делится на 
два. Тогда существует неразветвленное неприводимое накрытие f : X'-*~ 
->X\D степени 2. 

Воспользовавшись этальной топологией, рассмотрим на U=X\D 
точную последовательность Куммера (3): 

О - Г (U, 0Ь)/Т (U, Out -* Я1 (£/, ,ха) -> Pic (U2) -> О 

(напомним, что char (k) Ф2). Так как поверхность X нормальна, то ка
нонический морфизм ограничения г: Pic(Z)->Pic(^7) сюръективен, а его 
ядро порождается дивизором D. Так как класс D делится в Pic(X) на 2, 
то фактор-группа Pic(X)/Ker(r) =Pic(f/) содержит элемент второго по
рядка. Значит, 

Остается воспользоваться тем фактом, что группа Hl(U,\x2) класси
фицирует главные расслоения над U со структурной группой Z/2Z. Не
тривиальное такое расслоение и определяет искомое неразветвленное 
накрытие / : X'-+U. 

ЛЕММА 3.2. В обозначениях леммы 1.13 имеем: 

с2(Х')-^ 2(с2(Х) + п)+2% (g(Wt) -I), 

где c2(Z)—второе число Черна касательного пучка к поверхности Z 
( — топологической эйлеровой характеристике Z в случае k = C и =1-ади-
ческой эйлеровой характеристике в общем случае), a g(Wi), l ^ t ^ / i , — 
геометрический род неприводимой компоненты кривой ветвления W. 
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Если X — раздутие двойных точек W на X, то с2(Х) = с2(Х) +п. Оста-
ется применить «формулу соответствия Севери» ( и ) . 

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть z2 = F2n (х, у) {п = 3, 4, 5, 6) — двойная плос
кость. Предположим, что кривая ветвления F2n(x, у) =0 неприводима и, 
кроме особенностей, указанных в теореме 2.9, имеет только обыкновен
ные двойные точки. Тогда минимальная проективная неособая модель 
этой двойной плоскости является специальной КЗ-поверхностью с клас
сом л^п—1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п = 3, WClPl — проективная кривая сте
пени 6, неприводимая и имеющая только двойные обыкновенные особенности 
(или гладкая). В силу леммы 3.1 существует неразветвленное накрытие 
£/ ' ->[ /= Pk\W степени два. Очевидно, это накрытие можно продолжить до 
конечного морфизма / : X—>Р|, разветвленного только над W[ep. (12), стр. 4]. 
Пусть V — раздутие Р | с центром в особых точках кривой W. В силу леммы 
1.13 нормализация X' поверхности Хх 2V является неособой поверхностью, 

а проекция f : X' —> V определяет конечное двулистное накрытие, развет
вленное над собственным прообразом W кривой W. Пусть Lv . . . , Ln — 
исключительные кривые на V, являющиеся прообразами особых точек W отно
сительно проекции V —> Pi. Имеем: 

tfv = —3// + ^ + ... +Ln, 

где Н — собственный прообраз прямой Н на PL 
С другой стороны, очевидно, что W ^ 6Н — 2LX+ . . . + 2Ln. Отсюда 

следует [ c p / ( n ) L что Кх> ~Г(Ку) + 4 Г ( ^ Ь 0 - В силу леммы 6.1 
с2(Х7) =2(3 + п) +2(9—п) =24. В силу формулы Нётера 

С2 (*') + ( /$ , ) 
1— q+Pg^ 12 

откуда вытекает, что q = dim&#J (X, Ox*) = 0. Следовательно, поверхность 
X' регулярна и /Cx"-~0, а это и есть определение КЗ-поверхности. 

Пусть теперь п — 4 и W (Z Pi — неприводимая проективная кривая сте
пени 8, имеющая, кроме двух обыкновенных четырехкратных точек Ах и Л2, 
быть может, еще обыкновенные двойные точки Pv . . . , Рп. Раздувая точки 
Ах и А2 на Р\ и стягивая собственный прообраз прямой АХАЪ мы получим, 
что собственный прссбраз W кривой W на квадрике F0 является неприво
димой кривой типа (4,4), имеющей, быть может, двойные обыкновенные 
точки Р1У . . . , Рп. Остальная часть рассуждений проводится в этом случае 
аналогично предыдущему случаю (с заменой Pi на F0). 

Доказательства оставшихся случаев проходят по образцу предыду
щих, и мы их опускаем. Заметим только, что при п=4 (случай беско-

9* 
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нечно близких точек) придется Р| заменить на F2, при п = 5 — на F3, при 
/7 = 6 — на F4 (ср. предложения 2.5, 2.6 и 2.7) и воспользоваться леммами 
3.1 и 3.2. 

З а м е ч а н и е 3.4. В случае k = С из результатов Г. Н. Тюриной [см. 
(!), гл. IX] легко следует, что для «общей» двойной плоскости типа а) 
(соотв. Ь) или Ь'), с), d)) (ср. теор. 2.9) я = 2 (соотв. 3, 4, 5). По-види
мому, это верно и в общем случае. 

§ 4. Эллиптические поверхности и специальные КЗ-поверхности 

Напомним некоторые определения. 
О п р е д е л е н и е 4.1. Пучком эллиптических кривых на проективной 

алгебраической поверхности X называется морфизм f:X-+B, где В — 
гладкая кривая, а общий слой f является гладкой эллиптической кривой. 
Показателем пучка называется показатель общего слоя Хц морфизма f, 
т. е. общий наибольший делитель степени эффективных дивизоров на ХЦу 
определенных над полем k(B). 

Пусть г: Pic(X)-^Pic(Xn) —канонический морфизм ограничения. Пе
реходя к группам Нерона — Севери, имеем гомоморфизм г: NS(X)-^-
~>NS(Xri)c^Z. Легко видеть, что показатель пучка f на I равен порядку 
коядра гомоморфизма г. Другими словами, он равен min{(F-C)\C — 
трансверальная кривая над В, F — произвольный слой / } . 

О п р е д е л е н и е 4.2. Гладкая проективная алгебраическая поверх
ность называется эллиптической, если на ней существует пучок эллипти
ческих кривых. Показателем 1 эллиптической поверхности X называется 
минимальный из показателей всевозможных пучков эллиптических кри
вых на X. 

ЛЕММА 4.3. Для того чтобы алгебраическая КЗ-поверхность X была 
эллиптической поверхностью с показателем I, необходимо и достаточно, 
чтобы на X существовала связная кривая С с ра(С) =1 и неприводимая 
кривая S с (C-S) = /. 

Необходимость очевидна. Для доказательства достаточности надо 
воспользоваться леммами 1.2 и 1.8 и рассмотреть морфизм f: X->-P£, 
определяемый линейной системой \С\. 

ТЕОРЕМА 4.4. Каждая специальная КЗ-поверхность X класса я > 2 
является эллиптической поверхностью. Кроме того, при я = 4 или 5 по
казатель этой поверхности равен 1, а при я = 3 он не превосходит 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу 2.11 при я = 3 (соотв. 4, соотв. 5) суще
ствует двулистное накрытие X на F0 или F2 (соотв. на F3, соотв. на F4). 
Остается применить лемму 4.3 и предложения 2.4 и 2.5 (соотв. 2.6, соотв. 
2.7). 

ТЕОРЕМА 4.5. Каждая эллиптическая КЗ-поверхность с показателем 
1^.2 является специальной КЗ-поверхностью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1=1, а С и S —кривые на X, выбран
ные с помощью леммы 4.3. Так как (S2) ^ — 2 , то 

((4С + 2S)2) - 16(С • S) + 4(52) = 16 + 4 (5 2 )>8 . 
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Кроме того, 
((4С + 2S)2) > ((4С + Sf) - 8 + (S2), 

((4С + 2S)2) > ((ЗС + 2S)2) - 1 2 + 4 (S2). 

Таким образом, линейная система |4C + 2S| не имеет неподвижных 
компонент и состоит из кривых рода g"^5. Так как (С2) =0, то 

(C;-(4C + 2S)) = 2. 

Следовательно, пучок \С\ высекает на неособой кривой D e | 4 C + 2S| 
линейный ряд g\. Значит, D— гиперэллиптическая кривая и X — специ
альная КЗ-поверхность. 

Пусть 1 = 2. Линейная система |C + S| не имеет неподвижных компо
нент и состоит из кривых рода 

«c + sn н с т ^ 
& 2 2 

Так как 
(C(C + S)) = (C-S) = 2, 

то пучок \С\ высекает на неособой кривой DCE\C + S) линейный ряд g£. 
Следовательно, D — гиперэллиптическая кривая и X — специальная КЗ-
поверхность. 

О п р е д е л е н и е 4.6. ПоверхностьюЭнриквеса называется гладкая алгеб
раическая поверхность X с Я1 (Х- Ох) = Я2(Х, Ох) = 0 и of2 ^Ox. 

П р е д л о ж е н и е 4.7. Пусть X — поверхность Энриквеса. Тогда су
ществует конечное неразветвленное накрытие степени 2 f: Х'->Х, где 
X7 — КЗ-поверхность. 

Так как oox^f^x, то пучок со* определяет элемент второго порядка 
в группе Pic(X). В силу точной последовательности Куммера: 

0 -> Я0 (X, Ох)/Н° (X, 0*xf ~> H1 (X, [ха) -> Pic (Хх) -* 0 

мы получаем, что Я1 (X, ^2) =7̂ 0. Так как группа Я!(Х, |̂ 2) классифици
рует главные однородные пространства со структурной группой Z/2Z, 
то такое нетривиальное пространство определяет конечное неразветвлен
ное двойное накрытие f: Х'-кХ". Элементарные вычисления [см. ( п ) ] 
показывают, что со*' — f (<*>х) ^ Ох* и Я*(Х', 0x0 = 0- Следовательно, X' — 
КЗ-поверхность. 

ЛЕММА 4.8 (Л. Годо). Пусть X — эллиптическая поверхности) с 
Н1 (X, Ох) = Я2 (X, Ох) = 0, / : X —> Pi — соответствующий пучок эллипти-

ческих кривых, F — произвольный слой над замкнутой точкой, 1\ F, . . . 

. . . , Г „ ~ — F—«носители» кратных слоев f. Тогда 

axc-Oxdn-VF-T!- ... - Г „ ) . 
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Пусть ых = (Ух(Kx). Так как Н1(Х, (Ух) = 0, то для любого целостного 
дивизора D с pa{D) = 1 имеем: A\m\D + K\ = 0. Пусть Df обозначает одно
значно определяемый эффективный дивизор из линейной системы 
\D + K\. В частности, F' = kiri + ...+Knrn, где Л*</тг* (так как 
Н*(Х,0Х)=Н°(Х,®Х)=О). 

С другой стороны, так как F'= (mi—1)Г1+ Г^, то Ti=(Xi—т\ + 
+ 1)Г1 + ... + ЯпГп. Отсюда получаем: К\—тх + 1^0, что дает т\—1^;А,ь 
и так как %\<ти то X\ = mi—1. Аналогично доказываются равенства 
Xi = nii— 1. 

Окончательно получаем: 

Kx„F'-F~(mi-l)T1+ . . . + ( т я - 1 ) Г л - / 7 ~ 
_ ( ^ _ 1 ) ^ _ Г 1 - . . . - Г я . 

Следствие 4.9. В обозначениях предыдущей леммы если со®2~С>х, то 
п = 2, т1 = т2 = 2 и 

(ох^Ох(Г1^Г2). 

Имеем: 

Oxc~®$*~Qx((2n-2)F-2r1- . . . - 2 Г Я ) = 
= в х ( ( л - 2 ) ^ + К - 2 ) Г 1 + . . . + ( / я л - 2 ) Г я ) . 

Так как все т^2, то п = 2 и т ; = 2. Кроме того, 

(ox с* Ox (F - 1 \ - Г2) ~ Ох(Тг - Г2). 

ТЕОРЕМА 4.10. Пусть X — эллиптическая поверхность Энриквеса. 
Тогда существует двойное конечное не разветвленное накрытие f: Х'—>-Ху 
где Х/ — специальная КЗ-поверхность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть f — накрытие, построенное в лемме 4.1. 
Покажем, что Хг — специальная КЗ-поверхность. Пусть / — якобиева по
верхность для F [(*), гл. VI]. Легко видеть, что / — рациональная по
верхность [ср. (5)]. Значит, группа Шафаревича Ш(1Ц) общего слоя / 
тривиальна. Пользуясь теорией Огга — Шафаревича, мы получаем, что 
группа главных однородных пространств WC(J^) есть прямая сумма 

групп «локальных инвариантов» WC(J^~ 0 Hl(JXi Q/Z). 
x=pikik) 

В силу следствия 4.9 поверхность X определяет в WC(/ri) элемент Хц 
вида (ее, р), где 2а = 2|3 = 0. Следовательно, порядок Хц в этой группе 
равен 2. Так как показатель Х^ равен порядку (13), то Хп имеет над квад
ратичным расширением k(r\) рациональную точку. Композиция Х'->Х->-
-ИР£ определяет на Х/ структуру эллиптической поверхности. Так как, 
очевидно, показатель X' не превосходит показателя ХЦу то заключаем, 
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что X' — эллиптическая КЗ-поверхность показателя ^ 2 . Остается при
менить теорему 4.5. 

З а м е ч а н и я . 1) В случае char(fe)=0 можно показать, что каждая 
поверхность Энриквеса является эллиптической поверхностью [см. (1), 
гл. X]. По-видимому, это верно и в общем случае. 

2) Можно показать, что для эллиптической поверхности Энриквеса 
X подгруппа кручения Tors (Pic [F))C^LL\TL. Так как, кроме того, 
Н1(Х,0х) =0, то из теории Куммера и Шрейера следует, что поверх
ность X', построенная в теореме 4.4, является единственным неразвет-
вленным абелевым конечным накрытием X. В характеристике 0 этот 
факт тривиально следует из односвязности КЗ-поверхности. 

3) Эллиптическая поверхность Энриквеса X называется специальной 
[ср. (!), гл. X], если существует квазисечение степени 2, являющееся 
рациональной кривой. В этом случае двойную плоскость, соответствую
щую КЗ-поверхности Хг, можно построить явно. Она имеет вид 
z2 = Fs{x, у) -F'3 (x, у), где Fz{x, у) =0 и F'9(x, у) = 0 — кубические кривые. 
В общем случае для поверхности X' я ^ З . 

Поступило 
14.IX.1972 
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