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Б. Ю. ВЕЙСФЕЙЛЕР, И. В. ДОЛГАЧЕВ 

УНИПОТЕНТНЫЕ СХЕМЫ ГРУПП НАД ЦЕЛОСТНЫМИ 
КОЛЬЦАМИ 

В работе изучаются семейства унипотентных алгебраических групп над 
целостными кольцами. Основные результаты относятся к геометрии таких 
семейств. В частности, доказывается, что при некоторых предположениях 
пространство такого семейства изоморфно аффинному пространству над 
базой. Приводятся контрпримеры, показывающие, что в случае произ
вольного базисного кольца перестают быть верными основные факты 
теории унипотентных алгебраических групп над полем. Для некоторого 
класса рассматриваемых групповых схем доказываются результаты о кого-
мологиях, расширениях и деформациях. 

Введение 

Настоящая работа посвящена исследованию семейств унипотентных 
алгебраических групп, параметризованных аффинной целостной схе
мой 5 (или, более точно, унипотентных схем групп над 5 в смысле 
(0.8)). Общая теория схем групп была заложена в семинаре Гротенди-
ка и Демазюра (SGAD), в котором, помимо прочего, изучались семей
ства редуктивных групп. 

Теория унипотентных и в особенности коммутативных унипотентных 
групп над полем представляет красивую завершенную теорию (см., на
пример, (7)). С другой стороны, вопросы о семействах унипотентных 
групп естественно возникают в теории квазиэллиптических алгебраиче
ских поверхностей ("). Кроме того, унипотентные группы играют важную 
роль при изучении строения аффинных групп над полем и такой же роли 
можно ожидать от них над произвольнами схемами. Любопытно отме
тить также, что изучение унипотентных схем групп привело к интерес
ным вопросам из геометрии аффинных многообразий (см., в частности, 
п. 3.8.5). 

Большинство результатов этой работы предполагает, что базисная 
схема есть спектр кольца дискретного нормирования. Примеры § 6 по
казывают, что свойства унипотентных схем групп над общими целост
ными кольцами во многом патологичны (что, впрочем, неудивительно 
в свете работ Рейно (12)). 

Как известно, теория унипотентных групп над полем интересна толь
ко в положительной характеристике. Согласно результату Рейно это 
справедливо и в общем случае: над схемами характеристики 0 теория 
тривиальна. 



758 Б. Ю. ВЕЙСФЕЙЛЕР, И. В. ДОЛГАЧЕВ 

Основное свойство унипотентных групп над полем состоит в сущест
вовании композиционного ряда из элементарных групп (т. е. подгрупп 
аддитивной группы поля). Как показывают примеры из § 6, единствен
ным аналогом этого свойства над общими целостными кольцами являет
ся теорема о линейной унипотентности (§ 1). Если базисное кольцо 
есть кольцо дискретного нормирования, то можно доказать более силь
ное утверждение о продолжении композиционного ряда с общего слоя 
до плоского ряда над кольцом (см. § 4). 

В § 2 мы изучаем координатное кольцо унипотентной схемы групп 
над кольцом дискретного нормирования. Результаты этого параграфа 
играют основную роль в изучении геометрии таких групп. Каждая такая 
группа задается при некоторых ограничениях на общий слой в виде 
полного пересечения в аффинном пространстве. Если базисное кольцо 
равнохарактеристическое и группа является коммутативной гладкой пе
риода р со связными слоями, то она становится А§ над некоторым 
радикальным расширением базы (теорема 3.5). Этот результат обобща
ет известный классический результат. Обсуждение некоторых естествен
ных обобщений этого результата проводится в п. 3.8. 

В § 4 мы показываем, что гладкие связные группы поднимаются с 
совершенного поля характеристики р до унипотентных схем групп над 
кольцами характеристики 0. Там же найдены расширения Gn с помощью 
Ga. В § 5, используя стандартную когомологическую технику, мы вычис
ляем когомологии Гротендика коммутативных унипотентных схем групп. 

В настоящее время (т. е. через год после завершения данной рабо
ты) мы уверены, что идеи, методы и результаты этой статьи применимы 
также при изучении моделей торов и тюлупростых групп. У нас имеется 
ряд примеров таких .моделей. То, что унипотентные группы здесь по 
существу, видно, 'например, из следующего соображения: если G — мо
дель тора (т. е. над общим слоем G — тор), то над некоторым замкну
тым множеством G вырождается в униоотентную группу. Предвари
тельные рассмотрения показывают, что методы §§ 2, 4 применимы к 
моделям группы Gm и дают аналогичные результаты. Кроме того, уда
лось вычислить расширения некоторых моделей Gm с помощью Ga (ср. 
п. 4.7) над равнохарактеристическими кольцами. 

Мы благодарны В. И. Данилову за полезные обсуждения. 

§ 0. Обозначения и напоминания 

0.1. Пусть S — схема и (Sch/5)—категория S-схем. Групповой 
объект этой категории называется схемой групп над 5 ((SGAD), I, 2.1; 
см. также (9), § 11). Для любой 5-схемы Т и S-схемы групп G множест
во G ( r ) = H o m s ( 7 \ G) является абстрактной группой, называемой груп
пой Г-точек G. Сопоставление T-^G(T) определяет контравариантный 
функтор из категории Sch/S в категорию групп (Gr). Этот функтор ча
сто отождествляется со схемой групп G. 
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Схемы групп над 5 образуют подкатегорию в Sch/S, морфизмами в 
ней служат гомоморфизмы схем групп, определяемые естественным об
разом. 

0.2. Как и для всякой 5-схемы, для 5-схем групп применяется тер
минология теории схем. В частности, определены такие понятия как аф
финная, плоская и гладкая S-схема групп. 

0.3. Напомним, что если S=-Spec^, где Л—поле, то любая S-схема 
плоская. Если же Л — одномерное регулярное кольцо (например, кольцо 
дискретного нормирования), то условие плоскости схемы X конечного 
типа над S эквивалентно следующему ((6), гл. I, 2.4, предложение 3). 

0.3.1. Vx^X Л-алгебра Ох,к не имеет кручения. 
В общем случае, если базисная схема 5 регулярна, то условие пло

скости схемы X локально конечного типа над 5 эквивалентно следую
щему: 

0.3.2. Слои XS} 5 ^ 5 , имеют одинаковую размерность ((EGA), IV, 
14.4.4, 15.4.2). 

Заметим, что слои плоского морфизма / : X-+S, где S связна, имеют 
одинаковую размерность. 

0.4. В случае, когда базисная схема 5 локально нетерова, условие 
гладкости схемы X локально конечного типа над S состоит в следующем 
((EGA), IV, 17.5.2): X—плоская S-схема и Vs^S слой Х3 является 
гладкой схемой над полем вычетов k(s) точки 5. 

Как известно, гладкость схемы групп над полем k эквивалентна ее 
геометрической приведенности ((7), II, № 5, 2.1). В силу теоремы Картье 
((7), II, § 6, 1.1), если S — схема характеристики нуль (т. е. Q-схема), 
то любая плоская S-схема групп является гладкой S-схемой. 

0.5. Пусть G — аффинная S-схема групп. Предположим, что S = 
= 5ресЛ — аффинная схема. Тогда G также аффинна, т. е. G = Spec В, 
где В—Л-алгебра. 

Кольцо B = T(G, 0G) обозначается через A[G] и называется коорди
натным кольцом аффинной Л-схемы групп G. Структура схемы групп на 
схеме G эквивалентна в этом случае заданию на В структуры Л-биал-
гебры. Последняя определяется заданием трех гомоморфизмов Л-алгебр: 

|х : В -> В (£)АВ («коумножение»), 

t: В -> В (« кообращение »), 

в: В-*Л («коединица»), 

для которых выполнены стандартные аксиомы ((SGAD), I, 4.2, см. 
также (9)). 

0.5.1. Если f : G-+S — плоская S-схема групп конечного типа над S 
и /Л<Уо) — плоский С^-Модуль, то на G /=Spec(f(t7G)) существует 
структура аффинной плоской S-схемы групп, для которой канонический 
гомоморфизм и : G--+G' является гомоморфизмом. Схема G/ называется 
аффинизацией схемы групп G. В силу результата Рейно ((12), VII, 3.2) 
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аффинизация определена >в случае, когда S регулярна и d i m S ^ 2 . Кро
ме того, в этом случае если G квазиаффинна, то гомоморфизм и : G-+G' 
является открытым вложением ((12), VII, 3.1). 

0.5.2. В силу результатов Рейно ((12), VII, 2.2), если S — нормаль
ная схема и G — гладкая S^cxeMa групп со связными слоями, слои ко
торой над максимальными точками (общими точками неприводимых 
компонент S) являются аффинными, то G квазиаффинна. 

0.6. Пусть G — схема групп над полем k и G0 — связная компонен
та G, содержащая единицу. Тогда G0 геометрически связна ((SGAD), 
VIA, 2.1.1). 

Для любой S-схемы групп G обозначим через G0 подмножество в G, 
являющееся объединением связных компонент слоев G0 для s^S. Если 
G0 открыто (например, когда G гладка над S (SGAD), VIA, 3.10)), то 
соответствующая подсхема обозначается через G0 и называется связной 
компонентой единицы G. Она является 5-схемой групп и для любой 
S-схемы Т 

G°(T) = {u(=G(r): Vt(=T образ и в Gt(t) принадлежит G°t(t)}. 

Очевидно, G = G\ если и только если слои G связны. 
0.7. Напомним теперь некоторые определения и свойства унипотент-

ных алгебраических групп над полем (при этом под алгебраическими 
группами мы понимаем схемы групп конечного типа над полем, не обя
зательно гладкие). 

0.7.1. Алгебраическая группа G над полем k называется унипотент-
ной, если выполнены следующие эквивалентные условия: 

а) G аффинна и в k[G] существуют такие образующие ti9 . . . , tn, 
что м,(^)=^®1 + 1®^+2аг;®6гЪ где aih b{j(=k[tu . . . , timmi] (ср. (16), гл. 
VII, п° 1.6, замечание 2). 

б) G обладает композиционным рядом, последовательные факторы 
которого изоморфны подгруппам Ga k (ср. (SGAD), XVII, 3.5, 1.5). 

0.7.2. П р и м е р ы. 
а) Ga k — аддитивная группа; 

k[Ga,k] = k[t], \k(t) = t ® 1 + 1 (X) U 

1(f) = — t, 8 (/) = 0. 

б) ocg>ft, q = p\ /?=char&>0; 

k [aQtk] = k \t\/(t% (i (t) = t (x) Ц - 1 ® t. 

в) (Z/pZ)k,p = chark>0; 

k[(Z/pZ)k] = k[t]/(tp-t), ii(t) = t®\ + 1 ® / . 

г) Формы G a > f e=char^>0; 



УНИПОТЕНТНЫЕ СХЕМЫ ГРУПП 761 

k[G] = k[tv t2], tf - a0t2 + axtl + ... + ajf, 
а0фО, djEEk, \i(ti) = *z(g) 1 + 1 ® ^ , 

i (*/) = — th e ( / , )=0 , i = 1,2. 

Согласно (15) эти уравнения задают все &-формы Ga,k- Они тривиальны, если 
k совершенно. Если а 0 = 1, то й(а?Л . . . , dC) — минимальное (чисто не-
сепарабельное) поле разложения для G. 

д) Двумерные гладкие связные группы. 
Обозначим 

фг (Х) = -L ^ с > ** ® *рГ~* е Z М ® Z [*]. 
^ ; = i 

Положим 

felG] = £&, / , ] , (А(^ = ^ ® 1 + 1 ® ^ 

И('«) = ' i ® 1 + 1 ® *2 + %a№t(tj, fl/Gfe. 

Любая унипотентная двумерная связная гладкая группа задается та
кими формулами, если k совершенно ((16), VII, 2.7, предложение 8). 

е) Если k — поле характеристики О, G— унипотентная групповая 
схема над k9 то G — связная гладкая группа. Если g — ее алгебра Ли, 
то для любой .^-алгебры А группа G(A) отождествляется с д(Л) при 
помощи отображения exp: Q(A)-*G(A), где для X^Q(A) 

оо 

о 

(этот ряд обрывается в силу нильпотентности д), и умножение задает
ся формулой Кэмлбелла — Хаусдорфа ((SGAD), XVII, 3.9 ter). В част
ности, если G коммутативна, то G^G^ fe. 

0.7.3. Аффинная алгебраическая унипотентная группа над полем к 
обладает следующими свойствами (см. (SGAD), XVII, 3.9, 4.1.1, 4.1.3): 

а) G имеет центральный композиционный ряд, последовательные 
факторы которого изоморфны Ga> ki если k характеристики 0 (см. 0.7.2е)) 
(соотв. одной из групп Ga ft, aPi ft, либо &-форме группы (Z/pZ)r, если 
char&=/?>0). 

б) Если G — связная, то существует композиционный ряд с факто
рами, изоморфными Ga k9 либо аР> k. 

в) Если G гладкая и связная, то G обладает центральным компози
ционным рядом, последовательные факторы которого суть й-фор-мы Ga. 
В частности, пространство G есть форма аффинного пространства к\. 
Если поле k совершенно, то эти формы тривиальны. В общем случае 
формы Ga> h изоморфны Ga k над подходящим радикальным расшире
нием. 
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0.8. О п р е д е л е н и я . Пусть G — плоская схема групп конечного 
типа над 5. Мы говорим, что 

а) G унипотентна, если слои G над каждой точкой s e S являются 
унипотентными алгебраическими группами над k(s). 

б) G линейно унипотентна, если G аффинна и существуют такие се
чения tu ..., tn кольца Os, G, что 

V (//) = /* ® 1 + 1 <g> U + . 2 я// ® Ьф 
/ 

причем аф btf&Osltv . . . , ^-i]. 
З а м е ч а н и е . Второе определение гораздо ближе к определению 

над полем (0.2.1). Ясно, что б)=^а). Мы покажем далее, что для неко
торых аффинных унипотентных S-групп G над целостными аффинными 
базами эти определения эквивалентны. По-видимому, единственным со
держательным отличием а) от б) является отсутствие в а) требования 
аффинности G и целостности S. Пример 6.1 показывает, что над кольцом 
с нильпотентами, эти определения неэквивалентны. С другой стороны, 
пример 6.2 показывает, что над целостными кольцами существуют уни-
лотентные схемы групп, не являющиеся аффинными. 

0.8.1. (Рейно (12), XV. 3). Пусть 5 —схема характеристики 0, G — 
унипотентная S-группа, <F=Lie G—б?5-алгебра Ли группы G. Тогда экс
поненциальное отображение ехр: W(@~)-+G является изоморфизмом 
S-схем. Кроме того, если снабдить W($T) групповым законом, описы
ваемым формулами Кэмпбелла — Хаусдорфа, то ехр является группо
вым изоморфизмом. В частности, если 5 = БресЛ, то G линейно унипо-
тентна. Кроме того, G является формой As в топологии Зарисского 
(0.10.2). 

Напомним (SGAD), что для любого когерентного С?8-Модуля ST че
рез W(&~) обозначается 5-схема групп, представляющая функтор 
Т-+Т(Т9 &~ ® д 6?г). Так как 5 характеристики 0, то схема групп G яв
ляется гладкой и имеет связные слои. В частности, ^~=Lie G является 
локально свободным б?б-Модулем и W(&~) есть векторное расслоение 
над S, соответствующее У ((SGAD), II.4.II). 

0.8.2. Согласно Гротендику ((SGAD), X, 8.7, стр. 121) гладкая конеч
ного типа S-группа G унипотентна тогда и только тогда, когда ее мак
симальные слои унипотентны. Там же указывается, что условие глад
кости возможно излишне. 

0.9. Пусть 5 — целостная локально нетерова схема, г\ — ее общая 
точка и Хц — схема конечного типа над х\. Плоскую 5-схему конечного 
типа, продолжающую ХЦ9 мы будем называть моделью Хц. В случае 
когда Хп — схема групп над т), ее групповой моделью мы будем назы
вать плоскую 5-схему групп G, продолжающую Хп. 

0.9.1. П р и м е р ы , а) Каждая плоская 5-схема (соотв. 5-схема 
групп) является моделью (соотв. групповой моделью) своего общего 
слоя. 
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б) Если S— спектр кольца дискретного нормирования Л, a G„ — 
расширение абелевого многообразия с помощью тора, то в силу резуль
татов Нерона — Рейно всегда существует групповая модель для G^ (13). 

в) Если А — кольцо целых локального поля /С, то парахорические 
подгруппы полупростой группы над К являются ее гладкими групповы
ми моделями (19). 

0.10. Пусть S — схема. Под топологией Гротендика схемы S мы будем 
понимать произвольную топологизированную полную подкатегорию Т катего
рии Sch/S, топология которой задается множеством Cov (Г) конечных сюръек-

тивных семейств морфизмов {Ut -* S'}/e / , S' ^ОЬ(Г), называемых покры
тиями S'. При этом конечность означает, что множество индексов / конечно, 
а сюръективность — 4то (J ф. (Ui) = S'. 

*=/ 
0.10.1. В дальнейшем нам будут встречаться следующие топологии 

на нетеровой схеме S: 
а) Топология Зарисского Т = Szar- Она образована открытыми подсхемами 

схемы S, a Cov(SZar) согтогг из семейств {Ut -*S'}, где ф/ — открытое вло
жение. 

б) Этальная топология Т = Set. Она образована этальными S-схемами, а 
<w Gov (Set) состоят из семейств {f/t\-^S'}, в которых ф; — этальный морфизм. 

в) fppf-топология r = S l p p f . Она образована плоскими отделимыми 
••нвазиконечными S-схемами -конечного типа, a Cov(Sfppf) состоит из се
мейств плоских морфизмов. 

При этом морфизм называется квазиконечным, если его слои конеч
ны ((EGA)). 

г) fpqc-топология r=S f p q c . Она образована плоскими квазикомпакт
ными S-схемами. Cov(Sfpqc) состоит из семейств плоских морфизмов. 

д) Радикальная топология r=S r ad. Она образована конечными пло
скими радикальными S-схемами. Cov(Srad) состоит из семейств плоских 
морфизмов. 

При этом морфизм / : X-vY схем называется радикальным, если 
Vy^Y f~l(y) состоит из единственной точки х и соответствующее рас
ширение полей вычетов k(x)/k(y) радикально (т. е. чисто несепарабель-
но) ((EGA), 1.3.5.8). 

0.10.2. Пусть S — схема и Г — некоторая топология Гротендика на S. 
Будем говорить, что S-схема Х является S-формой S-схемы У относи
тельно Г, если существует такое покрытие 

{!/*-• S}ft=/S COV (Г), 
что YtEEl 

XXsUi^YXsUi. 

В частности, можно говорить о формах в топологии Зарисского, fppf-
формах, этальных, радикальных формах и т. д. 
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§ 1. Линейная унипотентность 

1.0. Цель этого пункта — ввести рабочие обозначения. 
Пусть Л —целостное кольцо, К — его поле частных, X —аффинная мо~ 

дель аффинного пространства А£ над Л, Л [X] = Г(Х, Ох). Пусть ф: Л [X] ~> 
-> К [X] — естественное вложение, К [X] = К [xv . . . , хп]. 

1.0.1. Если х[г...хп
п — моном, то мы будем его иногда записывать в 

виде х*, понимая под t вектор (tv... , /„). Пусть t<^m обозначает поком
понентное сравнение векторов (т. е. ti^Lnii для всех г). Если m — (mi), то 
Т(т) = {t:t<^ m}. 

Знаками > , < мы будем обозначать лексикографическое сравнение 
векторов (по первой справа неравной компоненте; в частности, (1,0, . . . 
. . . , 0) — минимальный вектор с целыми неотрицательными координа
тами) ; max всегда берется относительно этого порядка. 

Будем писать t=Aegx\ Если /=2а*#' , то d e g / = m a x ( / : at=£0). 
1.0.2. Для f^A [X] положим deg / = deg ф (f). Пусть 

Pt={fe=A[X]:degf^t}9 

Pt. = {fGAlX\:degf<t), 

Pt=P*/P'i. 
Тогда очевидна 

ЛЕММА, а) Ри Ри Pt — конечно-порожденные А-модум без кручения. 
б) dimP t®/C=d. 
1.0.3. Для каждого вектора t обозначим через zit и . . . , z r { t ) t t множе

ство тех элементов из Ри образы которых в Pt являются образующими 
Pt. Так как X конечного типа, то существует такой вектор т(Х) = 
= (ти . . . , /я»), что A[X]=A{zijy i=l9 . . . , r(j), jf=T(m(X))}. 

1.0.4. ЛЕММА. ф®ф — вложение А[Х]®А[Х] в К[Х]®К[Х]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим точную последовательность Л-мо-

дулей 

0 - > Л [ Х ] ^ К [ Х ] . 
Так как А[Х] —плоский Л-модуль, то последовательность 

0 - > Л [ Х ] ® Л [ Х ] - - К [ Х ] ® Л [ Х ] 

точна. Теперь достаточно заметить, что 

К[Х](2)Л[Х] = К[Х](х)/С[Х], Ф ® ; 1 = Ф ® Ф . 

1.0.5. Для/=2а®&е/С[Х]®/С[Х] положим 

deg/ = max (dega + degb). 
Тогда ввиду 1.0.4 очевидна 
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ЛЕММА. Пусть /==2а,®Ь^А [X] ®Л [X]. Тогда 

deg (Ф (х) Ф) (/) - max (deg at + deg bt). 
1.1. ТЕОРЕМА. Пусть G — аффинная групповая модель над А уни-

потентной группы, причем общий слой G изоморфен Кп
к . Тогда G ли

нейно унипотентна. 
1.1.1. Д о к а з а т е л ь с т в о . Примем обозначения из 1.0 при X=.G. 

Занумеруем х{ так, чтобы х{ было примитивно mod(A:1, . . . , Xi-i) (см. 4.4 
ниже или (7), IV, § 4, 4.1). Имеем A[G] =A[zih i€=[l, r ( / ) ] , / e7 , (m(G)) ] . 
Занумеруем zih j^T(m(G))9 подряд, причем так, чтобы 

deg2,<deg2y=»i< ]. 

1.1.2. ЛЕММА. Пусть yz=A[G], degy=t. Тогда 

причем аи 64eA[G], d e g a ^ , deg&;<^, deg(Sai(8)6i) ^f. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у=^й{х\ d{^K. Тогда 

i i<t,h<i 

(в силу выбора порядка среди *;). Из сравнения формул для \х (у) и (ц, (х) 
® К) (#} следует, что 2 а/ (х) ft/ е Р* (8) Р/ (8) К, откуда, ввиду 1.0.4, 2 щ ® 
(8) Ь/ е Р* (х) Pt, причем, ввзду 1.0.5, deg (2 а* (х) Ь/) < t. 

1.1.3. Имеем: Л[G] =A[zu . . . , г^], причем 

/> /=»deg2 / >deg2 / . 

Так как 

|л (2.) = zt ® 1 + 1 ® 2. + 2 а// ® Ь//. 

deg fl// < deg г., deg &,/ < degz., 

то 

a'7 ==: ZJ 4iJmZmf Ьц = 2 ^'m Zm> '̂J™ ЯПш^Ау 
m<i m<J, 

откуда и следует наше утверждение. 
1.1.4. З а м е ч а н и е . Приложения к случаю кольца дискретного нор

мирования основаны на выборе базиса {z%} («приведенные полиномы») и 
на лемме 1.1.2. 

1.2. ТЕОРЕМА. Пусть А — целостное кольцо, G — аффинная группо
вая модель коммутативной группы над А. Тогда G — коммутативная 
схема групп. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a: A[G],<g)i4[G]-wl[С]®Л[G]—пере
становка сомножителей. Имеем: 

т->К [G] ®K[G]^K[G]®K [G]«—: 

\ /Ф®Ф 

A[G]®A[G]-^A[G]®A[G] 

Л[0] 

I K[G] 1 
Нам известна коммутативность внешнего треугольника и всех пря

моугольников, лежащих на его сторонах. Так как ф и ф®ф — вложения 
(1.0.4), то внутренний треугольник коммутативен. 

1.3.1. З а м е ч а н и е . Если 2 обратимо в А, то можно симметризовать 
формулы для \х(у). Именно, ввиду 1.3, 

fx (у) = ^ at ® bi = 2 bi ® ai' 

Поэтому 

I* (У) = 2 4 " (а<' ® 6' + &' ® ай-
1.3.2. С л е д с т в и е . Аффинные групповые модели коммутативных 

унипотентных групп являются коммутативными групповыми схемами. 
1.3.3. З а м е ч а н и е . Если базисное кольцо R имеет нильпотенты, то 

существует схема групп G над R, общий слой которой коммутативен, но 
которая некоммутативна. Например, R=,k[u]/u2, k — поле, i?[G] = 
=R[x, у, г], х, у примитивны, \x(z) = z®\ + \®z + uy®x. 

§ 2. Несколько технических теорем 
2.0. Свойства аффинных унипотентных групп над кольцами дискрет

ного нормирования оказываются довольно близкими к свойствам уни
потентных групп над полями. Для доказательства соответствующих ут
верждений нам понадобится некоторая явная информация об образую
щих кольца ^4[G], которая содержится в доказываемых далее теоремах 
2.3.0, 2.4.0, 2.5.0. 

2.1. Пусть А — кольцо дискретного нормирования, я — его унифор-
мизующая, k=A/n — поле вычетов, /? = char k, К — поле частных. 

Пусть X — аффинная модель к\ над А. Примем обозначения и согла
шения из 1.0. 

2.1.1. Так как А — кольцо главных идеалов, то, ввиду леммы 1.0.2, 
Pt — свободный Л-модуль с одной образующей (т. е. r(t) = \ в обозна
чениях 1.0.3). Обозначим соответствующий элемент zit через zt. 

О п р е д е л е н и е . Положим yi=z{i) 0|..., 0), yi+i—первый zt такой, что 
degzt>degy{ и ггфА[уи . . . , # , ] . 
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2.1.2. Положим 
Qr = {/: У / е К [xv . . . , xr]}f Ц> = 0> 

Qr = Qr —Oulf Qr - [1, /r+1 - 1], 

Если t^Qi9 то положим со(̂ ) = i . 
П р е д л о ж е н и е , а) £с/ш f e / , то 

yt =* а/л:^) + P (yv . . . , y^-i), я* G i ( , a* =£ 0. 

6) £сли t^I, то существует dt^N такой, что 

ndtyt(=A [yv . . . , yt^l ndrlyt ф A [yv . . . , yt^]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если t^I, то yt^K[xu . . . , хш ( 0] , но 

*/*^/C|>i, . . . , **(,)_!]. Поэтому degy t=^(ii, • - . , *«><о> 0, . . . , 0), 
L(t)¥=0. Так как Я % ( { ) Е Л [ С ] для достаточно большого a и так как 
degy{>degyt для /> / , а #*е/С[хь . . . , x„(0_i] для i<t, то образы 
naxm(t) и yt в Pdeĝ / совпадают, т. е. ia(t) = l, что показывает а). 

Из а) следует, что /С[хь . . . , ха{г)].= К[уи - - , Уг\- Поэтому для 
fe/ имеем nayt^A[yu . . . , yt-i]. Выбирая а минимальным с этим свой
ством, получаем б). 

2.2. В этом пункте вводятся понятия и доказываются утверждения, 
призванные разгрузить доказательство основных утверждений настоя
щего параграфа. 

2.2.1. Пусть /7=xhar А/цФО. Пусть В—Л-алгебра с образующими 
uh / е [ 1 , {]. Предположим, что [1, ^]=/|J^> 1^Л и каждому i^I сото-
ставлено число r(i). Если P(ulf . . . , ut)—полином, то запись 
P = Haiui будем называть приведенной, если из а{ф0 для i=(iu ••• 
. . . , it) следует, что t a<p r ( a + 1 ) для всех a ^ [ l , t—1], для которых 
а+1<=/. 

Потребуем, далее, чтобы алгебра В была фактор-алгеброй алгебры 
многочленов А [ии . . . , ut] по идеалу, порожденному соотношениями 

Yi^I ndiщ = uti + 2 ai^9 аЧеA' 

где ^ ачи3 — приведенная запись, m (s, d) = (0 , . . . , 0, d, 0 , . . . , 0). 
/</n(*-i,prW) 

Обозначим и& + 2 a>ifd через Pt- (uv . . . , a/^). Определим теперь Q/ и Q< 
следующим образом: 

Q, = [ U / + i - l ] , 
причем \If)Qi\=i, | / f l [ l , *<+i]=i + l (по определению Q m = [ l , t]„ 
Q e = 0 ) , 

£2/ = L2/—Й/-1. 
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Если t e [ l , t], то положим о)(/)=г при feQr. Положим, далее, 
т=\1\. 

2.2.2. ЛЕММА. Пусть Р(ии . . . , ut)^B. Тогда Р имеет приведенную 
запись. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р(ии . . . , ut)=Iiaiui — какая-нибудь 
запись полинома Р. Пусть A,(i)=2ia. Мы построим алгоритм s&9 кото
рый преобразует данную запись полиномов в другую. Применение алго
ритма s& к одночлену иг дает полином S d ^ , причем 

max(X(/):dr/=£0)<X(r). 

Более того, если тах(Я(/) : dri=#=0) ==Я(г), то s£{uT)=ur и это происхо
дит тогда и только тогда, когда ит приведен. В силу этих замечаний опи
санный ниже алгоритм прекращает работу через конечное число шагов 
и результатом его работы является приведенный полином. 

Опишем теперь s£. Пусть агигФ0 — член наибольшей степени 
г=(ги . . . , rt), для которого г не удовлетворяет условию приведенно
сти. Пусть р — наименьший номер, для которого р + 1 е / , р+1</ , 
/•p^pr(P+1). Положим 

Л (2 at и') = 2 а^ + л МО. 

Л(аги')=агиГ1\..Щ*...иР . w^""r<p+1) ( п ' ^ и ^ - Р р + 1 («,..., ыэ)). 
Упомянутые выше свойства s& очевидны и лемма доказана. 

2.2.3. Имеем Qrf)I=tr. Положим vr = шг, r e [ l , m]. Для полинома 
Q(vu . . . , ада) обозначим через deg Q его степень относительно {иг-} 
(см. 1.0.1). 

ЛЕММА, а) Подкольцо A[vit . . . , ym] кольца В изоморфно кольцу 
многочленов от m переменных. 

б) Пусть Р(ии ..., ut)^B и Р=2а{и{ — приведенная запись. Пусть 
p=max (i: а{ф0), р = (рь . . . , pt). Существуют такие a eN и полином 
Q(vu • •., vm), что naP=Q. При этом если deg Q = (бь . . . , бт), то 

% = 2 (р* П РГ(РЛ • 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) очевидно следует из определения (2.2.1). 

Докажем б). Положим d = 2 ^ o (см. 2.2.1). Для записи2MS biEK, 

положим 

х = max ( 2 *а • ft/ ¥= °) i <* = max (t: fr/ =£= 0), 

t = min(<7e7:ia = 0 Va(=[q + 1, f] f| 7), 
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Определим теперь алгоритм $ (в некотором смысле обратный ал
горитму s£ доказательства леммы 2.2.2), который действует на записях 
полиномов от ии . . . , щ. Именно, если ^Ь{и\ Ъ^зФ — некоторая запись, 
&=и(2&г-иг"), <7=т(2б^), то положим 

®: ^ biuf ^ Л ^ Ьр[*... и!' -> 2 * ^ • • • "Й"1 (*Ч)'* Щ^1... и/' -> 

-> 2 * * £ . . ufc1 K T + 2 aqluf)!q щГг1... и/ . 

Из выбора k и d следует, что с ^ Л . Далее, очевидно, что 
т(^(2б га'))<т(2йг^ г)- Поэтому $ заканчивает работу через t—1/| ша
гов и результатом его работы будет многочлен от ии fe/, т. е. от v{. 
Осталось показать, что это будет многочлен указанной степени. Это сле
дует из того, что 

а (Ж И ) = (iv . . . , Vr, iq-i + Pr{q) iq> 0, iq+1, ...)9 

и из следующего простого факта: если 

i = («1,...» У, / = ( я , . . . , /,), tVi < Рг(7)» 

h-i<PriQ\ i>h 

то 

о(да(цО)><У(«И). 

Действительно надо показать, что из (iq~i9 iq)>(jq-i, jq), h-i< 
<ipriq\ jq-i<pr{q\ следует, что iq-i+pr{q)iq>jq-i-{-priq)jq. Но если iq=jqy то 
это очевидно. Если же iq>jq, то это следует из неравенств на iq-i9 jq-i. 

Согласно сказанному выше член максимальной степени все время 
остается членом максимальной степени, откуда и следует утверждение 
б) леммы. 

2.2.4. С л е д с т в и я , а) В— плоскаяА-алгебра. 
б) B®K=K[vu . . . , vn]. 
в) Приведенная запись единственна. 
г) Непропорциональные приведенные одночлены имеют разную сте

пень (в кольце K[vu . . : , vm] относительно vl9...9 vm). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Все эти утверждения — прямые следствия 

п. 2.2.36). Докажем, например, а). Надо показать, что В не имеет Л-кру-
чения. Пусть Р^В, Иа{и{ — его приведенная запись. Если пР=09 то это 
означает, согласно 2.2.36), что а ( 2 а ^ ) = 0 (в обозначениях доказатель
ства 2.2.3), т. е. 2а^ г '=0 , что и требуется. 

2.2.5. З а м е ч а н и е . Если и1 — приведенный одночлен, то каждый 
одночлен и\ i<C/, также приведен. 

2.2.6. ЛЕММА. Пусть vi-^ui
/=avi + Qi(vi9 . . . , t><_i) — замена обра

зующих кольца K[vu..., vm]. Если deg и deg'^-функции степени от-

4 Серия математическая, № 4 
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носительно первой и второй соответственно системы образующих, то для 
каждого полинома P^K[vi9 . . . , vm]: 

deg P = deg' P. 
Доказательство очевидно. 

2.2.7. Пусть 

Р е ( В ® А / С ) ® А ( Я ® л Ю . 

Будем говорить, что эта запись приведенная, если ненулевые одночлены 
йф* и dj{uj приведены. 

ЛЕММА. Каждый полином P^B,<S)B<S)K имеет, и притом единствен
ную, приведенную запись. Эту запись будем обозначать через s£{P). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р = VЬци?®и) — произвольная запись. Оп
ределим алгоритм Л = Л ® Л по формуле Л (Р) = V ЬцЛ (и1) (g) Л (uf), где 
^ — алгоритм из доказательства леммы 2.2.2. Как и в доказательстве лем
мы 2.2.2, получим Ad (Р) = Ad~x (Р) для достаточно большого d и тогда 
^ (Р) — приведенная запись. 

Если Р=%Ьф*®и?='2с1ф*®и* — две приведенные записи, то 
0 = 2 (bij—с1ц)и*®и*. Поэтому достаточно показать, что 0^В<&В®К имеет 
единственную приведенную запись. Пусть 0=%4ф*®и5, и пусть 

t1= max {i: д,ц ф0}, fa = m?x {/ : ditI ф 0}. 

Тогда при вложении Д®5®/С в /C[t>i, . . . , 1>т]®#[иь . . . , vm] старший* 
член этого выражения будет вида 

и не равен нулю, что противоречит тому, что эта запись нуля. 
2.3. Цель этого пункта — доказать, что образующие yt кольца /4[G],, 

где G — аффинная групповая модель унипотентной группы с общим 
слоем, изоморфным А к, обладают свойствами, указанными в 2.2. Мы ис
пользуем эти свойства в §§ 3, 4. 

Примем обозначения пункта 2.1 при X=G. Положим дополнительно 

i р в - 1 

r\(x) = \i(x) — x®l — \<g)xy Фа(х) = — J] Срх*®х°а-* 
р £ 

и обозначим через m(i, d) вектор произвольной длины, у которого t-ая 
компонента равна d, а все остальные — нули. Положим h(i) =degy{. 

2.3.0. Пусть G — аффинная групповая модель унипотентной группы 
над А, общий слой которой изоморфен А£. Пусть K[G]=K[xu . . . 
. . . , хп], причем будем считать ((7), IV, § 4, 4.1), что х{ примитивно ш> 
модулю К[хи ..., jc<-i]. 
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ТЕОРЕМА. Пусть р = char А /л ¥=0. Можно выбрать yhi^I (см. 2.1), 
так, что 

^1Уь = y!-i + Pi (yv • • > #-i)> 

причем 
а) deg Р, ( Л , . . . , У/-1) < pr(/) deg #_ l f 

б) j i * | p . 
2.3.0.1. 3 а меч а ни я. а) Теорему можно доказывать и при 

char Л / я = 0 . Однако в этом случае вместо утверждения б) теоремы воз
никает условие Tidi\p для некоторого простого /7, откуда следует, что 
1=0 (ср. 0.8.1). 

б) Если char K=p, то утверждение б) теоремы пусто, ибо р = 0 в /С. 
Это дает возможность доказать в характеристике р более точные утвер
ждения (см. 2.4, 2.5). 

2.3.0.2. Доказательство теоремы можно рассматривать как более де
тальное проведение доказательства теоремы о линейной унипотентности. 
Существенно используется возможность канонически выбирать базис в 
Л [ б ] . Аппаратом, дающим эту каноничность, являются приведенные 
многочлены из 2.2. 

2.3.1. Прежде чем переходить к доказательству, введем некоторые 
обозначения и определения. 

2.3.1.1. Будем говорить, что yiy i^t,—правильно выбранные обра
зующие, если они удовлетворяют выводам теоремы. 

Ясно, что к подалгебре В в >1[G], порожденной уи i^t, применимы 
рассмотрения пункта 2.2. В частности, определена приведенность и 
имеют место утверждения 2.2.2.—2.2.7. 

2.3.1.2. ЛЕММА. Пусть уи . . . , yt — правильно выбранные образую
щие, и пусть t+l^I и Kd/+1yi+i = 2flyA а{^А, где ^а{у{ — приведенная 
запись. 

а) Если amym, атФ0,— член наибольшей степени в этой записи, то 
можно считать, что ат=\. 

б) Если aiEzn>di+1A, то можно считать, что at = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что am=nb, Ь^А. Тогда 

z = nd^-xyt+1-bym£EA[G] 

и degz<degy f + 1 . Следовательно, 

nd*+i yt+1 = я bym + л г. 

Но это противоречит, ввиду плоскости ^4[G], условию выбора dt+i (см. 
2.1.3). Поэтому ат<=Л *. 

Положим г/й-i = timyt+i- Легко видеть, что yt+1 удовлетворяет аналогич
ным уравнениям с а т = 1 . 

4* 
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Если теперь щ е я^ + 1 Ь, b e А то положим yt+1 = yt+l — by1. Тогда #*+1е= 
&4[G], ndt+1yt+1 = ^1aaya — aiyi

f что и требуется. 

2.3.1.3. ЛЕММА. Пусть уи • •> #* — правильно выбранная система 
образующих. Пусть t-{-l^I и 

yt+i = X/+i*o>(*+i) + 2 fl/^' а ь ^ + 1 ^ ^ ' 

— приведенная запись. Если а^А, то можно считать, что а{=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть atе=Л. Положим y't+1 = t//+1 — af-yS тогда по
лучим наше утверждение. 

2.3.2. Пусть M=A[G]<S)A[G] и г=(ги . . . , г„). Обозначим через i0V 
подпространство в Af®/(, порожденное элементами а®6, для которых 
dega+degfc<r. Функцию dega®6 = dega+deg6 будем называть 
глобальной степенью. 

2.3.2.1. Напомним, что, согласно 1.1.2, для всех у^А [G] 

ri(0) = 2 f l / ® 6 / ' a / f 6/eA[G] , 

deg aj < deg у, deg bf < deg y, deg щ ® b} < deg y. 
Нам потребуется некоторое уточнение этого утверждения. 

2.3.2.2. Пусть у = ^а{у\ а{^К—приведенная запись. Пусть 
Л = { / : а^О}. Занумеруем элементы из Л в порядке возрастания и за
пишем 

2 ^ = 2 ^ 4 &aG=/C, laEA. 

Пусть 2 = 2 ЬаУКа> Ц (?) = 2 ^ ' ^ ® ^ — приведенная запись. 

ЛЕММА. Пусть r=deg у q'1.'Допустим, что b{j^A, если deg у1® 
®у5>г. Для того чтобы т] (у) е М , необходимо, чтобы 

х\ (ViyVi) + 2 6'^' ® ̂ 7 е м + ^-
deg #' ®#/ =г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приведенные одночлены образуют базис A[G]. При
веденная запись для т] (у) есть как раз выражение г\ (у) через базисные эле
менты, которое использовалось в 1.1 для доказательства линейной унипотент-
ности. Члены bayXa, a<^q—1, имеют меньшую степень, чем bq^y^'1 

(см. 2.2.3, 2.2.6). Поэтому ц ( 2 Ьау%а \<=МГ. Отсюда и следует наше 

утверждение. 
2.3.2.3. Предыдущее утверждение используется в следующей форме. 
Следствие . Примем условия 2.3.2.2. Если deg у1 (х) yi = m (tijy pa^) при 

ЬцУ1 (Зу'^М+Мп mo либо V i = m(*»Ра)> либ° Л ( V i ^ ' O ^ M + М г. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что r\(bq-1yk4-1)^M + Мг. Тогда 2.3.2.2 
дает: r=m(t,pa). Утверждение следует теперь из 2.2.3, 2.2.6. 

2.3.3. Напомним некоторые свойства биномиальных коэффициентов 
и выражений Фа(х). 

2.3.3.1. Пусть d=pa-b. Тогда 

Pa~a\Ci если pa+1f p. 

2.3.3.2. Cp
Da

a
d=Ca

dmod p. 

2.3.3.3. НОД С5= 1, если d=f=pa, p — простое, и = р, если d = pa
i 

р — простое. 
2.3.3.4. <ba(x)^Z[x]®Z[x], 

Фа (ХРЬ) = Фа+Ь (*) mod p Z [х] ® Z [*]. 
2.3.4. Пусть теперь yi9 . . . , г/, — правильно выбранные образующие. 
2.3.4.1. Если fe/, то 

r\(yt) = 0 mod Mh(t), 

т| ( Л = 2 Ĉ fa ® y f ("~a) mod pM + Mh{i) 
a=i 

при a > 1, т] {yf) ==рФ1 (*/f "*) mod p2M + Мед. 

2.3.4.2. ЛЕММА. Яусгь fe/, m=pab, 6 > 1 , pf 6, y=m(i, pa), 
8 = m(i, m—pa), 

ч(У?)=%ЬтШм«®у£, 

где ya®y* — приведенные мономы при Ьт{а$Ф0. Тогда 

b miyb =C™amod я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
Л (Уд = 2 b'<*P#a ® У* mod Д4ад, 

где degbmya®y*=h(i), degbmya<h(i), deg bmy*<h(i) при Ь^фО. 
Тогда 

Л (У?) = (ft® 1 + 1 ® W + 2 ^ а ^ а ® ^ Г -
m-i 

- г/Г ® 1 - 1 ® г/Г = 2 О Г " (8) г/" + 2 <*ae#a® / mod Mmh{i). 
a=i 

Заметим, что при deg da№a ® у& = mh(i) и a, p^=m(/, d) либо г/а, либо */Р 
содержат #/, / < 0 . Если после приведения такой моном даст член вида 
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У?®Уь> а + Р = т , то это будет член старшей степени и потому коэффи
циент при нем будет кратен я, откуда и следует наше утверждение.. 

2.3.4.3. ЛЕММА. Пусть fe/, m = pa+\ а^О. Пусть у, б, bmm такие 
же, как и в 2.3.4.2. Тогда 

Ьтм ~ CD
m mod пр. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для r\ (yf) пишем те же выражения, что и в 
доказательстве 2.3.4.2. Тем же способом, что и в доказательстве 
2.3.4.2, устанавливаем, что члены ^аеУа®*Д которые после приве
дения дают слагаемое у^®уь с коэффициентом, не лежащим в 
я/7, содержатся в сумме 

С^Г^УГ^ + ЯФ^ЗУТ 
(ибо остальные члены содержат коэффициент р и после приведения 
дают еще и я) . 

Допустим, что Ь%рута (х) ym$ после приведения дает dyf (х) yf (P"l)- ^o r" 
да для подходящего b мы должны иметь: 

deg yma = cleg у?* = m (со (0, pb). 

Следовательно, 

deg ya = tn((d (i), p*-*-1) 

и в силу 2.2.3 ya = yf , p • degya = degyi. Но тогда, ввиду приведенности 
записи для г] (yi), из доказательства 2.3.4.2 получаем: 

*/»« - d'#/ + Q (...), deg Q < deg yt. 
Отсюда вытекает, что 

Уа = yf-i , 
и, значит, 

#р = yli { • 
Предположим, что коэффициент при таком члене лежит в n~dipA. 

Тогда 

(Ь/аРУа ® У*)Р S (я*р)Р (Я^)Р М + Мм* 
откуда и следует наше утверждение. 

Доказательство того, что bm^n~dipAf проводится по индукции. Пусть 
o)(t)=r, i=tr + j . Если / = 0, то наше утверждение содержится в 2.3.4.1. 
Допустим, что оно верно для /—1 и докажем его для /. Имеем: 
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ч(Уд = *>~di(Ус®1 + 1®У1 + ^-'pdo, ( у й м м ) + . . .Y r i i )-
-d pr(i) -d pr(i) 

— я 'yi — я Ч (g) г// . 

Члены вида у? (х) #£ степени deg yt получаются разными способами, но в 
силу чээдггодоженм индукцяя и ввзду того, что при приведении появля 
ются множители я в достаточно большом количестве, мы и получаем наше-
утверждение. 

2.3.5. Перейдем к доказательству теоремы. Применим индукцию по /'. 
Допустим, что мы показали, что уи . . . , yt выбраны правильно. Пока
жем, что можно выбрать правильно yt+i. Если t+l^I, то доказывать 
нечего (см. 2.3.1.3). Поэтому пусть £ + 1 е / . 

2.3.5.L Пусть ndt+lyt+x = ^щу^-^ приведенная запись, ЩЕ^А. Пусть 

m=max(i : щфО). Вваду 2.3.1.2, ат = 1. В силу 2.3.2.2, 

^dt+14(ym)^M+Mdegyt+1. 

Покажем, что отсюда следует, что т = m(t, ра) и ndJ+* \ р. 
2.3.5.2. Отметим, что если т= (ти , ти О, . . . , 0), то тгф0. 
Действительно, если mt = 0, то, ввиду приведенности (см. 2.2), будем 

иметь degyt+i<degyt, что противоречит правилам выбора yt+i. 
2.3.5.3. Допустим, что т^О для Kt. Тогда r\(yt+i) содержит член 

я t+1ytf0y ', 

который, ввиду 2.3.4, является в r](z/f+1) единственным приведенным чле
ном такого вида, не лежащим в рМ. Отсюда следует, что такой случай 
невозможен, т. е. т г = 0 Vi=£t. 

2.3.5.4. Пусть теперь тг- = 0, i=^t, mt = d> d~pab, р \b, b^=\. 
Ввиду 2.3.4.2 отсюда следует, что я^+1|С&, а = 1, . . . , b—1. Однако это 
невозможно при dt+1 > 1. 

2.3.5.5. Таким образом, mt = ра, rtti = 0 Yi=^=t. Ввиду 2.3.4.3 мы долж
ны тогда иметь: ndt+1\ Cp1 V a ^ [ l , p — 1 ] . Отсюда следует, что ndt+1\p, 
что вместе с доказательством 3.1, которое позволяет снова воспользо
ваться 2.2, заканчивает шаг индукции. 

2.4 Пусть теперь char К = р. Пусть [K[G] = K[xv . . . , хп]. Допустим, 
что [1, я] = \JJa, Jaf) Ур = 0 при а^=р и при а > р Vi* е /а» V/ е J$ 

а=1 
имеем i > / . Допустим, далее, что для i^Ja 

г\ (*,) = 0 mod К [xh / G U / p ] ® ^ [*/, / S U JtA-

Такое разбиение соответствует нормальному ряду, факторы которого изо
морфны Gaja . 
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Положим 
lid z= U £ч> ^ а = = £2i — £2а> & £ = «'а* 

Если feQa, то положим со (t) =a . 
2.4.0. ТЕОРЕМА. Пусть charK=p>0. Можно выбрать уи *е[1, ЛГ| 

(см. 2.1), та/с, что 
при i& 

Я ' # = 2 2 uljayf + Pi (Уп 1 ̂  О5(0)» fl//a e At 

/<* 

l/i = X/X(o(o + 2 2 aiio. yf + Pi (Уп } e Qsfo), X/, a//a e /C. 
/efi f f l(0 a 

i<i 

При этом, полагая для fe/ r(i) = m a x (а : ац-i афО), имеем: 
а) а«^г(/) = 1, i*G/, 
б) а//а = 0, если / + 1 е 7, а > г (/ + 1). 
2.4.0.1. З а м е ч а н и е . Утверждение а) содержится в 2.3.0. Утверж

дение б) означает просто, что мы рассматриваем приведенную запись. 
2.4.0.2. Доказательство теоремы 2.4.0 является, в сущности, доказа

тельством теоремы 2.3.0, использующим свойство р==0. 
2АЛ. Мы будем теперь говорить, что уи . . . , yt выбраны правильно, 

если они удовлетворяют выводам теоремы 2.4.0. Ясно, что все свойства 
правильных образующих, рассмотренные в 2.3, сохраняются и в нашем 
случае 

2.4.2. Пусть теперь уи . . . , yt — правильно выбранные образующие. 
Мы считаем всюду ниже, что d{=0 для i^I. Положим 

Rt = M+K [Ур } еQixol <g> К [Уп / еоЬ^] . 
2.4.2.1. Для всех te[l, /] 

i\{yi) = 0 mod Rt, 

4 (yf *) s 2 « % ® </f (*'а) mod/?f. 
a=i 

В частности, 

4 (yf) = 0 mod #,. 

2.4.3. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . И н д у к ц и я по L До
пустим, что мы показали, что уи . . . , yt выбраны правильно. Покажем, 
что можно выбрать правильно yt+i. 
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2.4.4.1. Пусть 

yt+i = %t+iXcD(t+i) + 2 fl#f» 

где %,+1—0, если fe/, 2аг£/г*— приведенная запись, а{^К и при i e 
е / deg2at-yl"<degXfi)(*+i). К у=2>а{у{ применим обозначения из 2.3.3.2. 
В частности, А= {i: а{фО}; занумеровав элементы из Л в порядке воз
растания, имеем: 

|Л|-1 

У = 2 6«У " 
а=о 

Если %a=m(i, d), то положим р(а) = £. 
2.4.4.2. В н у т р е н н я я и н д у к ц и я с в е р х у по э л е м е н т а м из Л-

Допустим, что для а > ^ мы показали, что Ха = m(P*(a), pV(z). Положим 

* = S *-*&• 
Имеем (ввиду 2.4.3.1): 

т} (г) = 0 mod /?/+1. 
2.4.4.3. Положим Xp-i = m=(ml, . . . , mw), утФК[уи feS/t0(f+1)-i]. 

Мы покажем, что если тфт(г, pd), то б ^ е Л , и потом применим, 
2.4.1.1. или 2.3.1.2. Ввиду 2.4.2.1 и свойства T | (Z)S=0 mod# t+1, 

ri (Vi#w) = mod (# /+1 + M + Mtegym). 
Однако ввиду 2.3.2.3 при тфт(1, pd) отсюда следует, что Ьд_1^Л, что т 
требуется (при m=(i, pd) получается условие 0-bq-i^A, которое 
не является условием). Теорема доказана. 

2.5. С л е д с т в и е . В условиях теоремы 2.4.0 если общий \слой G есть 
Ga,K> mo У и *ЕЕ[1, N], можно выбрать такими, как в теореме 2 АЛ, причем: 
Pi^O Vt e [1, N] (ибо в этом случае J±= [1, N]). 

2.6. С л е д с т в и е . В условиях следствия 2.5 существует точная пос
ледовательность групп над А: 

1 -> G -> Са,л -* Ge,3f ->- 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Fi = ndiYi — Pi(Y19 . . . , VVi), t E / . 
Так как Pj— р-полиномы, то отображение г|г. Л[Х/, ^е / ] ->Л[К 1 , . . . , YN], 
задаваемое формулой г|? (X/) = Р* (Кх, . . . , YN), определяет гомоморфизм 
Ga,A -+GO}A (если считать X/ и У/ примитивными), ядром которого является: 
координатное кольцо группы G. Он очевидно эпиморфен. 

2.7. З а м е ч а н и е . По-видимому, доказательство теоремы 2.4.0 мож
но распространить на случай, когда / а выбраны так, что 

Л (**) = 2 2 « / А (*/) mod /С [л:/, / <= U ^ ] ® /С [*/, / S U <̂ 1 
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(это соответствует ряду, факторы которого коммутативны). Для этого 
нужно было бы изменить упорядочение векторов degy', доказать ана
лог 1.1.2 для нового упорядочения и приспособить 2.2 к новой ситуации. 

Обсуждаемое обобщение 2.4 позволило бы доказать теорему 3.5 для 
любых коммутативных групп в форме: гладкие со связными слоями мо
дели унипотентных групп над кольцом дискретного нормирования с по
лем частных характеристики р являются формами As в радикальной 
топологии. 

§ 3. Геометрия унипотентных групп 
3.0.0. В этом параграфе Л обозначает кольцо дискретного нормиро

вания, К — его поле частных, я — униформизующую Л, k=A/n — поле 
вычетов, р— характеристику поля k. 

3.0.1. В этом параграфе мы докажем, что аффинные унипотентные груп
пы над А, являющиеся моделями А% есть полные пересечения в Ал. Если, 
кроме того, уравнения, задающие такую группу G, записываются в виде 
р-полиномов (см. 3.3.0) (мы говорим тогда, что G — р-полиномиальная 
группа), а слои G гладки и связны, то после некоторого квазирадикально
го расширения Л' Z) Л (см.3.3.2) GA> = GA ®л А ^ А^'. 

В частности, если A Z) Fp, то каждая гладкая коммутативная группа G с 
G^^Ga со связными слоями является р-полиномиальной и тем самым к 
ней применимо утверждение, приведенное выше. 

3.0.2. Вопрос о том, является ли ^каждая аффинная унипотентная груп
повая модель Ах р-полиномиальной, остается открытым. 

3.0.3. Заметим, что предположение аффинности унипотентной Л-схе-
мы групп не очень ограничительно. Согласно аннонсированному резуль
тату Рейно (ср. (12), IX, 2.2), каждая плоская отделимая Л-схема групп 
конечного типа с аффинным общим слоем является аффинной. Условие 
отделимости выполняется для любой плоской схемы групп конечного 
типа со связными слоями (SGAD), VIB. 5.5). 

Отметим, что, не используя вышеупомянутый результат Рейно, для 
унипотентных квази-афинных Л-схем групп можно получить аффин
ность, если воспользоваться (12), VII, 3.1.3.2. В частности, это верно, 
если G — гладкая со связными слоями (так как в этом случае G квази-
аффинна [см. (12), VII, 2.1]. 

3.1. ТЕОРЕМА. Пусть G — аффинная [унипотентная группа, являю
щаяся моделью к\*над Л. Пусть yv . . . , yN —образующие алгебры Л[0], 
построенные согласно 2Л, 

i^yi = Pt {yv • > №-i)> i e /, 

где Pi —полином вида, указанного в теореме 2.3.0. Тогда указанные со
отношения суть единственные соотношения A\G\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы показали в 2.2.4, что алгебра В, построен
ная по образующим и соотношениям, указанным в теореме, является 
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шлоской. Пусть г|) : B-*A[G] —проекция В на Л[б ] . Имеем коммутатив
ную диаграмму: 

В •—*—-> A[G] 
Ф | ,| Ф 

К [щ, i е /] ->/С [yi, i е /] = /С [*i, . . . , *л] 

Так как нижняя стрелка — изоморфизм, а вертикальные стрелки — вло
жения, то а|э — изоморфизм, что доказывает утверждение теоремы. 

3.2. С л е д с т в и е . Пусть G — аффинная унипотвнтная группа над А 
являющаяся моделью А£. Тогда G — полное пересечение в Ал. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Примем обозначения теоремы 3.1. Пусть 7 = 
= {*'ь . . . , fr}, где r = W—п (2.1.2) и £4< . . . , <ir. Положим 

Fm=n^Yim~Pim(Yv . . . , У ^ . 

В силу теоремы 3.1 схема G задается в Ал =Spec A [Yu . . . , YN] иде
алом / = (Fu . . . , F r). Нам надо показать, что последовательность Fi9... 
. . . , i \ является регулярной, т.е. полагая Bm=A[Yu . . . , YN]/(FU . . . 
. . . , Ftn-i), надо показать, что Fm не является делителем нуля в Вт. Со
гласно 3.1.1. алгебра В{ плоская. Поэтому Вт вкладывается в Вт®К. 
Имеем: 

Вт®К = К[Yh /е= (/ П П. im- 1]) П Km* N]}. 
Пусть J — идеал в Bm(g) К, порожденный У/, j e / П И» *т — 1]. Если Fm— 
делитель нуля в Вт, то Fm — делитель нуля в Вт (g) К и, следовательно, 
«Fm — делитель нуля в В т ® K/J. Однако Вт ® К// = /С[У/, / е [ t m , ATj] и 
• образ Fw в Sm (g) К// есть л 1тУ,т. Так как У/т — не делитель нуля в 
К [У/, / e [ i m , N]]t то наше утверждение доказано. 

3.3. Будем говорить, что аффинная схема G над А является р-полиноми-
альной, если A [G] =A [yv . . . , yN], [I, N]= I \j7> I f}7 = 0 и G задается 
ш Ал уравнениями: 

Л 1У1 = S 2 а'7аУ/ i Д//а е Л, Я ' | p, 
/< i а 

&it-ir(i) = 1, r (i) = max (a : a / ^ a ^ = 0) для i G / . 

Очевидно, что р-полиномиальная Л-схема G является моделью А£. 
Целью этого пункта является доказательство следующего резуль

тата. 
ТЕОРЕМА. Пусть G — гладкая р-полиномиальная схема над А со связ-

.ними слоями размерности п. Существует неразветвленное расширение 
Ar Z) А такое, что соответствующее расширение полей вычетов радикально и 
<GA> = GA®AA'9*An

A>. 
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3.3.0. О п р е д е л е н и е . Многочлен 

P(XV . . . , Хп)=%ацХ?еЛ^, . . . , Хп] 

мы будем называть р-полиномом. 
Отображение / : А [Хи . . . , Хп]-*А [7\, . . . , Тп] называется р-полино-

миальным гомоморфизмом, если V«e[l, я] f(Xi)=Ri(Tu...9 Тп)—р-
полином. 

Если /, кроме того, является изоморфизмом и f~l — /7-полиномиаль» 
ный гомоморфизм, то / называется р-полиномиальным изоморфизмом, 

3.3.1. ЛЕММА. Если f:A[Xu . . . , Xn]-+A[Ti9 . . . , Тп] — р-полино
миальный гомоморфизм, то для любого р-полинома Р(Хи . . . , Хп) 

f(P)-P'ZEPA[Tv . . . , Тп], 
где Р' = Р'(Ти . . . , Тп) —р-полином. 

3.3.2. О п р е д е л е н и е . Кольцо дискретного нормирования Аг с уни-
формизующей л/ и полем вычетов к'—А'1п\ содержащее Л, называется 
квази-радикальным расширением Л, если яЛ / = я /Л /, а &'/& является ра
дикальным расширением полей. 

Заметим, что если A^FP, то морфизм Spec Л'-^Spec Л радикален в 
смысле 0.10.1 д). 

3.3.3. ЛЕММА. Для любого обратимого элемента а^А и любого' 
п>0 существует квази-радикальное расширение A'zzA, содержащее эле
мент а'^А' такой, что 

а'рП — а е яЛ'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а — образ а при естественном гомомоэ-

физме A->k. Выберем радикальное расширение k' = k(Vа) и какое-ли
бо конечное квази-радикальное расширение A! ZDА с полем вычетов k' (послед
нее можно сделать в силу (EGA), 0Ш, 10.3.2). Пусть а'^А отображается 

п 

в У а при естественном гомоморфизме ср : А ->• А'/к = k . Очевидно, 

Ф(а/рЯ) —ф(а)=ф(а ' р " —а) = 0 

и тем самым а'р —а€ЕлА', что и требовалось. 
3.3.4. ЛЕММА. Пусть Р^А[Хи . . . , Хп] —неприводимый по mod я 

р-полином с обратимыми ненулевыми коэффициентами. Существуют ква
зирадикальное расширение A'ZDA и р-полиномиальный изоморфизм 
f : А'[Хи . . . , Хпу+А\Ти . . . , Тп] такие, что 

f(P)-T1^pA'(Tv . . . , Тп). 

п « / 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ^ = 2 2 а ^ ' Применим индукцию по* 

/ = 1 i=0 
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^максимуму ту с а}-т,фО. Без ограничения общности можно считать, что 
..щ = max (rtij: aIm. Ф 0). Предположим, что щ = 0. Тогда, полагая 

Rt(T19 . . . , Tn)=Ti9 i = 29 . . . , /i, 

получим P (Rv . . . , Rn) = 7\. Очевидно, гомоморфизм X/ -> #/ ( 7 \ , . . . , Tn) 
^определяет р-полиномиальный изоморфизм A[XV . . . , Xn]->A[T19 . . . , Tn]. 
Пусть теперь /тгх ^> 0. Если все ajm. = 0 для / > 2, то многочлен Р (Xlf . . . 

ATI* 

, Хп) = S a i ^ н е является неприводимым по mod л. Тем самым можно 
1 = 0 

считать, что, скажем, аШгФ®. По предположению ш1^тг. 
В силу 3.3.3 существует квазирадикальное расширение A'ZDA, содер

жащее элементы 

Положим 

bi = (au/a2m2)p"m\ i - m. 

*i = r l f 

А / = I U l ^ O , 

J? —T —h T — — Ь rptni"m2 

^ 2 — i 2 — c ; m 2
i l • • • — y m ^ l 

Очевидно, что гомоморфизм f:Xc+Ri(Ti9...9 Tn) определяет р-полино-
миальный изоморфизм А\Хи . . . , Хп]->-Л/,|Т1,..., Тп]. Имеем: 

#2m2X2 + ttimzXx + . . . + CLimtXi = 

- ^ (x2 + bmgx1 + ... + &тдГ~тУ W2 + pF (xv x2) 

:и тем самым 

ffli-i m2 

P' = P (#1$ . . . , Rn) = 2 duTt + 2 a2Л* + 
i = o 1=0 

/=з i=o 

Так как / — изоморфизм, то многочлен Р ' ^ , . . . , Тп) неприводим. Если 
m1>m2, то мы понижаем max (mu . . . , гпп) и можем воспользоваться 
предположением индукции. Если же mi = m29 то надо применить преды
дущее рассуждение, поменяв местами 7\ и Г2, и снова понизить /па. До
казательство окончено. 
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3.3.5. ЛЕММА. Пусть F=ndXn+,—P(Xu..., Хп)еЛ[Хь..., Xn+1]„ 
и пусть Р имеет вид P=P0 + nPi + .. . + ndPdl где Р^А[Хи . . . , Хп], 1= 
= О, . . . , d. Положим 

ft = Л¥£ - Р^г - Yt-г е A [Xl9 . . . , ХП9 Yl9 . . . , Yd], 

i= 1, . . . , d, Yo = 0. 
Существует изоморфизм 

/ : A[XV . . . , Xn+1]/(F)-+AJXv . . . , X„, Y19 . . . , Г<*]/(Л, . . . , ^ ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим гомоморфизм f : Л[Хь . . . , Xn+i]->~ 

-+A [Xu . . . , Xn, Yu ..., Yd], полагая 

J(Xt) = Xl9 i= 1, . . . , /2, 

f(X„+ 1)=r r f + P,(X1, . . . , X„). 
Имеем: 

7(F (x l f ..., xn+i)) =J Udxn+1 - 2 n?Pt(x19..., xn)J = 

= я < ^ + rt*Pd — 2 «'ft = *dYd + ndPd + 

d-i d 

+ 2 я ' (fi+1 - *Yi+1 + Yd - n<*Pd = 2 я'"1^-

Тем самым f определяет гомоморфизм 
f:A[X19 . . . , X„+1]/(F)->A[Xv . . . , Xn, Yl9 ..., У^]/(£. . . . , fd). 

Тот факт, что /—изоморфизм, легко следует из построения f. 
3.3.6. ЛЕММА. Пусть F=nXn+l—P(Xu . . . , Xn]—nQ(Xu . . . , Хп)ев 

еА[Х1э . . . , Хп+1], где Р = Р(Хи . . . , Хп) — неприводимый по mod я р-
полином. Существует квази-радикальное расширение A'ZDA и изомор
физм 

f: Л' [Хх, . . . , X„+1]/(F) -* Л' [Гх, ...9Yn] 
такие, что 

f(Xt) = Rt(Yl9 . . . , Yn) + nQ>t(Yv . . . , Г,), 

где 7?< — р-полиномы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, можно считать, что ненулевые ко

эффициенты многочлена Р обратимы. Применяя лемму 3.3.4, мы найдем 
квази-радикальное расширение A'ZDA и /?-полиномиальный изоморфизм 

/х: Л [Хх, . . . , Хп+1] —>А [1 и . . . , Тпг Хп+1] 
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такой, что 

h(F) = 7tXn+1 — Тг— JtQ'(7\, ...,Tn). 
Запишем полином Q' в виде 

Q'(7\, . . . , 7~„) = Q;(r2, . . . , Тп) + Т&2(Т1У . . . , Гя) 
и рассмотрим изоморфизм 

/ 2 • Л L-* 1» • • • > * п» ^ r t + l J ^-> Л [ i х, . . . , 1 пу о], 

определяемый следующей формулой: 

MTi) = Ti9 i = 1,2, . . . , /i, 

Имеем: 

f2°fi(F) = n(S-Ql(T* . . . , Г ^ ) ) - ^ , 
откуда, переходя к факторкольцу, получим изоморфизм 
/3 : A'[XV . . . , ^ / ( F ) - ^ ' ^ , . , . , Г„, Sy(rt(S-Q;(7-„ . . . , Г Я ) ) - 7 \ К 
Взяв композицию этого изоморфизма с изоморфизмом 

Л'[7\, . . . , Tn9Sy(n(S-Q[(Tt9 . . . , Г ^ - Г ^ Л ' ^ , . . . , Yn], 
определяемым формулами 

Ti*-+Yi-.u *'= 2, . . . , л, 

S » - • / « , 
^ н ^ я У л —jtQ;(r lf . . . , Yn-i), 

мы получим изоморфизм 

/ : Л' [Х1Э . : . , Xn+1]/(F) -> Л' [Yv . . . , Г„]. 
Из построения / легко видеть, что 

/ (Х() = Я; (Г1Э . . . , Yn) + яФ/ ( ^ • • •, Г»), 

где Rt (Yv . . . , Уп) — р-полиномы. 
3.3.7. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.3. По определению сущест

вует подмножество 7 = {iv . . . , i^n} с [1» N] такое, что Л [G] ^ Л [Xlf . . . 

• . . , XN]/(FV . . . , FN-n), где Р, = ndiXt. - Py (Xx, . . . , X, r l), / = 1, 
. . . , JV — n, P/ — р-полиномы, а я**'* | р. 

а) (Редукция к случаю, когда d j = l , а ненулевые коэффициенты по
линомов Pj обратимы.) Представим многочлен Pt(Xu . . . , X lW) в виде 

Рг = Р<0) + jtPix) + . . . + jt^pj*-1) + ^ р ^ > , 
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где Pi (i = 0, . . . , &х—1)—р-полиномы с обратимыми ненулевыми коэф
фициентами. Применяя лемму 3.3.5, мы получаем гомоморфизм 

Ъ: A[XV . . . . XN]-+A[YX, . . . , Уи-г, Yk, . . . , Yll+dl, . . , , YN+dl] 
(Xi^Yt, Ki<iv 

Xt^YMl, h<i<N, 

Xilt-*Yh+dl-P[^1)(Yv . . . , IV,)), 
индуцирующий изоморфизм 

fx:A[Xv . . . , XNV{F)^A}XV . . . . YNidl}/(F?\ . . . , F[dl), 
где 

F[l) = яУ / 1 + м - VV--2 - Pi1"1» (K1( . . . , VVi). 2 < i < d, 

F(
1
1) = « y / - P i e , ( ^ i . •••• П-i) . 

Так как / \ — р-полиномиальный гомоморфизм, то 

7i ( ^ = F'2 = ^ r f 2 + d l - P2 (К!, . . . , У , ^ - , ) - pQ (K1( . . . . Г , , ^ ) , 

где P2—р-полином. Представим f z в виде 

F2 = a^Yk+dl - P2
0) - яР?' — . . . - я * (Pf8) + /MT*Q), 

где ненулевые коэффициенты P2'' (0 seC i ̂  d2 — 1) обратимы. Применяя к F[ 
лемму 3.3.5, мы получим изоморфизм 

/2: A[Xlt . . . . XnV(FltFJ-+ 

-+A[ZV . . . , ZN+dl+<tMFi\ . - . . Fi"0, Fil>, . . . , 7?*), 
где 

F<li = rtZ/f-Pie)(Z1, . . . . A - i ) . 

Г х = JlZit+i-i Zix+i-2 * i (Zii . . . » A'x-i)» ^ ^ * ^ "i» 

F2
l = nZb+dt+i-i—Zi^dx+i-2—^ (Zi> . . . , Z/2w!-i)» 2 ^ t ^ d 2 . 

Продолжая этот процесс, мы получим в конце концов изоморфизм 

А[х19..., xNy(Fv..., ^ w i ) - ^ ^ [ r l f . . . , T ^ ] / ( F ; , ..., F;_„,<*), 
где d = dx+ . . . + dtf-л и для некоторого подмножества Т = {iv . . . 
- • . , iN-n+d}CZ[l,N] F'I = яГ/у — Р/(Г1Э . . . , Г / г 1) , а Р/ — р-полиномы, не. 
нулевые коэффициенты которых обратимы. Тем самым мы можем счи
тать, что dj=\ и ненулевые коэффициенты Р,- обратимы. 
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б) Так как замкнутый слой G0 схемы G целостен, то ^-алгебра k[G0] 
целостна. Имеем: 

k[G0]^k[Xv . . . , XN)/(PV . . . , PN-n), 
где Pi — образы многочленов Р{ при гомоморфизме редукции А[Хи . . . 
. . . , XN]-*k[Xu . . . , XN]. В частности, многочлены Pi(Xu . . . , XN) непри-
водимы 

в) (окончание доказательства). Пусть 

Bf = A[Xv . . . , X£j](Fv . . . , F,)f / = 1 , . . . , N — n. 

В силу леммы 3.3.6 существует чисто-радикальное расширение A'ZDA и 
изоморфизм 

Д : £ = Я2 <gU А' -> A' [Yv . . . , Kf>i] 
такие, что 

Л (*) =• %0^, • • •. >Vi) + яФ/(Klf . . . , YVO, l < i < i l f 

где /?/(Fx, . . . , K^-J — р-полиномы. Продолжим изоморфизм Д Д° изо
морфизма 

7 i : £ = 5 а ®л Л' = 5i [Х,1+1, . . . , ВД(яХ,, - Р2 (Xlf . . . . . . Xt>1)) — 

- Л' [Klf . . . , Yirl, Yil9 . . . , Г/.-ЛДлГ^ - P; (Гх, . . . , Yit-2) -

- r tQ(K l f . . . , IV*)), 

полагая 

7 i ( * ) = / i № ) . К ' < « 1 . 

Очевидно, Рд (Ki, . . . , Уг2-г) —неприводимый /мюлином. Таким образом, 
можно снова применить лемму 3.3.6 и продолжить аналогичные рассуж
дения. Окончательно, мы получим для некоторого квази-радикального 
расширения AZDA нужный нам изоморфизм 

J: A[G] = BNrn ®AA-+A[ZV . . . , Zn] 

и тем самым докажем теорему 3.3. ' 
3.4. С л е д с т в и е . В условиях теоремы п. 3.3 предположим, что поле 

вычетов k совершенно. Тогда GE^AA • 
Действительно, так как k совершенно, то расширение A ' IDA из ут

верждения теоремы 3.3 необходимо совпадает с Л. 
3.5. Применение теоремы 3.3 к унипотентным группам основано на 

2.4.0 и 3.L 
ТЕОРЕМА. Пусть S — локально нетерова регулярная целостная схе

ма размерности ^ 1 над полем k характеристики р. Пусть G — комму-
5 Серия математическая, № 4 
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тативная гладкая унипотентная S-схема групп с общим слоем периода 
р и со связными слоями размерности п. Тогда G является формой А" 
относительно радикальной топологии (ср. 0.10.2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае dimS = 0 утверждение известно 
(0.7.3 в)) . Пусть di (mS=l. Используя стандартную технику Гротендика 
перехода к проективному пределу ((EGA), IV.8.5), можно считать, что 
S = SpeCi4, где Л— кольцо дискретного нормирования. Пусть К — поле 
частных А. В силу 0.7.3 в) существует радикальное расширение К'/К та
кое, что GK^KK'^G^,. Пусть S' — нормализация S в поле К'. Тог
да S / =SpecA / , где А!— кольцо дискретного нормирования и канониче
ский морфизм Spec Л'-^Spec А радикален. Взяв теперь вместо G схему 
групп G'=GXAS', МЫ попадаем, ввиду 0.7.3 в), в условия 2.5. Тем са
мым G'—р-полиномиальная Л'-схема. Так как условия гладкости и связ
ности слоев сохраняются при плоской замене, то мы можем применить 
к G' теорему 3.3. В результате мы получим квази-радикальное расши
рение Л " I D Л' такое, что Gr®^A"^Kjpir^ Так как A'^>FP, то морфизм 
Spec Л^-^Брес А' радикален (ср. 3.3.2) и тем самым радикальна компо
зиция 5 / /=5ресЛ / /-^8ресЛ /-^5ресЛ. 

3.6. С л е д с т в и е . В условиях теоремы 3.5 дополнительно предположим^ 
что общий слой G^ изоморфен G2,n и что поля вычетов замкнутых точек S 
совершенны. Тогда G является формой Ga,s в топологии Зарисского. 

Немедленно следует из 3.4 и доказательства 3.5. 
3.7. П р е д л о ж е н и е . Пусть S — локально нетерова регулярная це

лостная схема размерности ^ 1. Каждая гладкая групповая модель Ga, т* 
над S со связными слоями есть форма Ga s в топологии Зарисского. 

Доказательство этого предложения в точности аналогично доказа
тельству теоремы 3.5 и следствия 3.6, в которых вместо теоремы 3.3 ис
пользуется следующая 

ЛЕММА. Пусть G — гладкая модель Ga K над А со связными слоя
ми. Тогда G^Ga> A. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно 2.3.0, A[G] = Л [ у ь . . . , у*], причем в 
нашем случае / = [ 2 , N]. Мы покажем, что 1ф0. 

Допустим, что 1ф0. Тогда A[G] задается соотношениями 

я%! = У?Т + Pi (yv • • • > 0м). * = 2. • • •» N> 
где degPi<degух . Рассмотрим k[G] =k[yu . . . , yN]y 

yf-?+Pi(yi> . . - 0м) = О' ' = 2, . . . , N. 

Положим B=k[yu y2]c=fe[G]. Вложение B-+-k[G] определяет эпиморфизм 
G-^SpecB. (Наличие на Spec Б структуры группы следует из линейной 
унипотентности G.) Отсюда видно, что Spec В должна быть одномерной 
гладкой связной унипотентной схемой групп. Однако 
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и не является геометрически целостным кольцом. Поэтому 1=0 и 
A [G] =i4)[#i], что и требовалось. 

3.8. В этом пункте мы прокомментируем результаты этого параграфа. 
3.8.1. Доказательство теоремы 3.3 существенно упрощается, если 

кольцо А равнохарактеристическое. Действительно, лемма 3.3.1 показы
вает, что образ /7-полинома относительно р-полиномиального гомомор
физма есть снова р-полином. Этот факт позволяет существенно упрос
тить лемму 3.3.6, а вместе с тем и доказательство теоремы. 

3.8.2. По-видимому, следствие 3.4 можно усилить, если потребовать 
вместо совершенности поля вычетов существование изоморфизма замк
нутого слоя GQ^AI. Для этого надо показать, что в этом случае спра
ведлива лемма 3.3.4, в которой А'=А. 

3.8.3. Результаты 2.3.0, 3.3—3.6 делают правдоподобной следующую 
гипотезу. 

Г и п о т е з а 1. Пусть S — нормальная локально нетерова целостная 
схема и G — гладкая аффинная унипотентная S-схема групп со связны
ми слоями. Тогда G является формой As относительно ippf-топологии. 
Если, кроме того, S — равнохарактеристическая схема, то же самое вер
но относительно радикальной топологии. 

Отметим, что условие аффинности в гипотезе 1 существенно (см. 
пример 6.2). Если 5 — схема нулевой характеристики, то гипотеза 1 вер
на в силу 0.8.1. 

3.8.4. В случае, когда dim 5 = 1 , предыдущая гипотеза следовала бы 
из теоремы 3.3 и следующей гипотезы. 

Г и п о т е з а 2. Пусть А — кольцо дискретного нормирования. Каждая 
унипотентная групповая модель аффинного пространства является р-по-
линомиальной А-схемрй. 

3.8.5. Очевидно, гипотеза 1 является частным случаем такого утверж
дения: 

Пусть S — такая же, как и в гипотезе 1, и X — аффинная S-схема 
такая, что V s ^ S слой Xs = А§. Тогда X — форма А" в топологии Зарис-
ского. 

Как показал В. И. Данилов (не опубликовано), это утверждение 
верно, если п=\ (ср. 3.7). Предыдущее утверждение тесно связано с 
одним результатом Бринского (5). 

§ 4. Композиционные ряды 
Обозначения — те же, что и в 3.0.0. 

4.1. ТЕОРЕМА. Пусть G — унипотентная групповая модель А£ над А. 
Пусть Н — нормальный делитель грут.ы GK, изоморфный А#. Тогда суще
ствует нормальная в G групповая аффинная модель Н такая, что Нк = Я. 
Фактор G/H существует и является групповой моделью группы G^JH. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть K[G]=K[xu ..., хп], KlGK/ff\=K[xu... 
. . . , Xn-m-i] (здесь мы пользуемся теоремой (7), IV, § 4, 4.1). Будем, 

5* 
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кроме того, считать, что я* примитивно по модулю xi9...,' я»-4 (см. (7), 
IV, § 4, 4.1). Положим B=A[G]f]K[xu..., xn-m-i\ Ядро гомоморфизма 
G-^Spec5 имеет своим кольцом кольцо A[G]/(yiy /^Qn_m_1) (см. 2.2.1). 
Ввиду 2.2.4а) ядро плоско. Обозначим его через Я. Ввиду сказанного 
выше G, Spec В, Я и гомоморфизмы Н^-G, G-^SpecB плоски. По по
строению НК=Н, что и требовалось. 

4.2. Пусть G — та же, что и в 4.1, Ряд групповых моделей 

будем называть моделью ряда 

если факторы Gt/Gi+i существуют. 
ТЕОРЕМА. Пусть G — унипотентная групповая модель Ап над А. 

В G имеются модели следующих рядов: 
а) композиционного ряда, факторы которого суть Ga,K\ 
б) верхнего и нижнего центрального ряда; 
в) характеристического композиционного ряда, факторы которого 

суть модели G2,K-
Доказательство получается применением теоремы 4.1 с учетом (7), 

IV, §4 ,4 .1 и0 ;7.3в). 
4.2.1. Примеры 6.3, 6.7.5 показывают, что гладкая унипотентная 

Групповая модель со связными слоями может не иметь ряда из глад
ких схем групп со связными слоями. 

4.3. Теорема 4.2 является частным случаем следующего общего 
утверждения, доказательство которого основано на глубоких резуль
татах Рейно и Анантарамана о существовании факторов плоских схем 
групп над одномерными базами [(4), (14)]. 

ТЕОРЕМА. Пусть G — плоская S-схема групп конечного типа над 
локально нетеровой одномерной регулярной целостной схемой S. Пусть 
г\ —общая точка S и 

Gti = Op2Gi2 ••• 2 G n - { 0 } 
— компоцизидяный ряд общего слоя G^ Тогда существует композицион
ный ряд группы G, являющийся моделью этого ряда. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (EGA), IV.2.8.5, схематическое замы
кание G{ подгрупп Gi будут плоскими S-схемами групп. Остается вос
пользоваться результатом (4) о существовании и аффинности (18) фак
торов Gi/Gi+i. 

4.4. Положим 

Заметим, что в характеристике р 

Фа{х)^Ф1{^раЛ 
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ЛЕММА. Пусть L — поле характеристики р, G — унипотентная ком
мутативная группа, изоморфная как схема А£. Тогда можно так выбрать 
образующие xv . . . , хп кольца L [G], что 

Ц (*/) ^ 2 2 аИ<*Фа (Xj). (*) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (7), IV, § 4, 4.1, группа G имеет 
композиционный ряд из групп GaL. Согласно (7), II, § 3, 4.6 и III, § 4, 
6.6, G задается такими формулами, если п=2. Применим индукцию 
по п. Допустим, что утверждение верно для n^t и докажем его для 
n=t-\-l. Имеем: 

dimH=t, L[H]=L[xiy..., xt] и для г\(х{), i^t, имеют место формулы 
(*). Положим # i = Spec L[#i,..., xt-i]. Тогда имеет место точная после
довательность 

где H2^Ga. 
Группа G определяется коциклом а е Я 2 ( б а , Н) (см. (7), II, § 3, 4.6). 

Имеем: 

H*(Ga,HJ^H*(Ga,H)^H*(Ga9HJ • 
(точность в среднем члене). я|)#(а) соответствует формулам вида (*) 
по предположению индукции, поэтому можно считать, что г|)*(а)=0. 
Но тогда aelmcp*, следовательно, а снова задается формулами вида 
(*), что и требуется. 

4.5. ТЕОРЕМА. Пусть G — унипотентная группа над k = A/it, изоморф
ная Ak> Тогда существует такая унипотентная групповая схема групп G 
над Ау что Gk = G, причем G ^ A ^ . В частности, если поле совершенно, то 
любая гладкая связная группа над этим полем поднимается в характери
стику 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть k[G]=k[xu . . . , хп], 

i<i a 

Выберем такие aija^A, что редукция aija равна ат. Положим A[G]= 
=А\Уи • • •, Уп], 

i<i a 

Ясно, что тогда редукция A[G] есть G и надо только проверить, что эти 
формулы задают групповой закон. Ясно также, что достаточно прове
рить эти формулы в случае п=2, r\(yi)=Oi ц{уг)=Фа(у^. Это прове
ряется непосредственно. 

4.6. З а м е ч а н и е . Условия теоремы 4.5 существенны. Например, 
нетривиальные формы группы Ga (если А/тс несовершенно, см. 0.7.2г)) 
не поднимаются до унипотентных групп в характеристику 0. 
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Действительно, если char К=0, dim G = l , то GK^Ga,K и потому 
применимо предложение 3.7. 

4.7. ТЕОРЕМА. Расширения Ga, А с помощью Ga, А над кольцом А 
имеют координатным кольцом А[уи у2] с законом композиции 

Ц (Уг) = °» Ц (Уъ) = 2 a№i Ы » я* ^ ^. 

В частности, множество расширений изоморфно свободному модулю 
над некоммутативным кольцом (А/р) [F], где F — оператор Фробениу-
са (в А/р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что второе утверждение 
теоремы следует из первого. Действительно, ус+Уи Уг-и/г+^ЧуО — 
единственные замены координат, которые не меняют расширения 
(в случае, если оно нетривиально). Чтобы такие замены сохраняли вид 
наших формул, необходимо, чтобы Р(у^ был р-полиномом, P(yi) = 
= 2&/yf. Но тогда в новых координатах мы будем иметь: 

л ы = °> л ы = 2 fa +рЬ/) ф/ ̂ -
Так как, кроме того, в Л/р (pi+i(#) = (Ф^*/)}^, то наше утверждение до
казано. 

Пусть G — расширение Ga,A с помощью Go, А. Тогда G^K\, 
т. е. A[G]=A\yly y2]. Можно считать, что вложение A\yty^A[G] соответ
ствует проекции нашего расширения. Тогда мы имеем ц(у1)=0. Авто
матически r\(y2)^A[yl]®A\yi]. 

Рассмотрим отдельно случаи char/C=0 и char/C=/?>0. 
4.7.1. Путь сначала char / (=0 . Тогда K[G]=K[xu х2], ц(х))=ц{х2) = 

= 0. Можно считать, что xl=yi. В этом случае y2=Q(xu x2) и ввиду 
условий т](у2)^A{yt]®A\yt] и J\(XI) =r\(x2) = 0 имеем y2 = bx2+P(xl). 
Покажем, что P(xt) допустимыми заменами приводится в виду Р(х1)=г 
= lSr^f и рг^А. Отсюда будет следовать утверждение теоремы, при
чем а{=рг{. Пусть P(xl)=2tbix[. Допустим, что для i^q мы показали, 
что pb^A и что можно считать выполненным равенство 

2 bix[ = 2 г^1Г-

Покажем, что если deg^-i*?""1^^» то Ь ^ е Д ; тогда, применяя (2.3.1.3), 
можно считать, что bq^ = 0. Действительно, полагая 2 = 2 ^*i» имеем: 

Применяя (2.3.2.3) к т] (b -̂i*?"1)» получаем: 

Ь ^ А ' ^ е Л V i e [ l , ? —2]. 
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Если q—\фра, то отсюда следует, что bq-^A, что и требовалось. 
Если q—\=ра, то мы получаем из (2.3.3.3): bq^-p^A9 что завершает 
шаг индукции. 

4.7.2. Если теперь char К = р, то К [G] = К [xv х2], хг — yv ц (х2) = 
= S ^ A ^ ) , fl/G/C (см. (7), II, § 3, 4.6 и III, § 4, 6.6). Имеем: у2 = Ьх2 + 

+ 2 ^ 1 - Заменяя х2 на Ьх2, получаем: b = 1, rj (х2) = 2 a A ( x i ) * Проводя, 

как и выше, индукцию, находим, что (см. 2.3.2.3) V bix\ = J\nx!*9 откуда 

Л (#г) = 2 а ' ф / ^ ' ч т 0 и тРебуется. 
4.7.3. 3 а меч ан и е. Доказательство 4.7.1 фактически не исполь

зует того условия, что А — равнохарактеристическое кольцо дискрет
ного нормирования. Именно, пусть А — локальное целостное кольцо, 
К — его поле частных, char/C=0. Пусть В — целое замыкание Z в Л. 
Тогда В — кольцо дискретного нормирования. Пусть тс — униформизую-
щая 5, p=char В/л, D=A®Qy и пусть G — расширение Ga> А С ПОМОЩЬЮ 
GaA. Тогда, согласно 0.8.1, GDo*G2

atD. Так как A[G]=A[yu y2], г̂  (г/±) = 0 , 
•ц{уг)^А\у1]®А\у,1 то уг=Ьх2+Р(х1), где &<=Q, Р ( ^ ) е а д . В частно
сти, яР(д:1)еЛ[л:1] для подходящего а. 

После этих замечаний доказательство 4.7.1 проходит без изменений 
и приводит к следующему результату. 

ТЕОРЕМА. Пусть А — локальное целостное кольцо с полем частных 
характеристики 0 и полем вычетов характеристики /?>0. Над кольцом 
А имеют место выводы теоремы 4.7. 

§ 5. Когомологии коммутативных унипотентных групп 

5.0. Обозначения — те же, что и в 3.0.0. Пусть, кроме того, 5 = 
= Spec Л, ц — общая точка Л, 5 — замкнутая точка Л. В этом парагра
фе мы вычисляем когомологии коммутативных унипотентных групп 
G над Л. При этом когомологии #„ (X,) рассматриваются относитель
но fpqc-топологии ( а = 1 ) , fppf-топологии ( а = 2 ) , этальной топология 
( а = 3 ) схемы X. 

Все схемы групп, рассматриваемые в этом параграфе, предполага
ются коммутативными. 

5.1. Следующие результаты относятся к «теоремам сравнения» ко
гомологии относительно различных топологий: 

5.1.1. (Гротендик (8)). Если G — гладкая схема групп над произ
вольной схемой X, то 

H[{X,G)^H[{XyG), i > 0 . 
5.1.2 (Мияниши (10)). Для любой Х-схемы групп G 

H\(X,G)^H\(X,G). 
5.2. Напомним стандартные вычисления когомологии «элементар

ных» унипотентных групп над полем k характеристики р>0. 
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5.2.0. Основой для этих вычислений являются точные последова
тельности 

0->ap-+Ga-^Ga-+0, (*) 

0-*(Z/pZ)*->Ga-^Ga->0. (**) 
Здесь F: х-+хр, а р : х-+хр—х. Первая из этих последовательностей 

является точной только в fpqc- и fppf-топологиях, а вторая точна и в 
этальной топологии. 

5.2.1. В силу 5.1.1 и (SGAA), IX.4.3, для любой аффинной базы X 

Hl(X,Ga,x) = 0, i > 0 . 
5.2.2. Применяя точные последовательности групп когомологий к 

последовательностям (*) из 5.2.0, мы получаем из 5.2.1: 

Ha(k>«P)-{k/l ' \ф\ 
( c t = l , 2 ) . 

Так как ограничение пучка ар на Set равно нулю, то 
Я£ (*,<*,) = 0, i>0. 

5.2.3. Аналогично, пользуясь 5.2.1 и точной последовательностью 
(**) из 5.2.0, находим: 

( Z/pZ, i = 0, 

( о , f > l 

( а = 1,2,3). 
В силу теоремы Витта (ср. (17) стр. 447), если k — локальное поле,то 

k+/p (k+) ^ Horn (k*/k'p9 Q/Z). 
5.2.4. Если теперь G — этальная &-форма (Z/pZ)h, то она тривиали-

зируется на некотором сепарабельном расширении k'\k степени, деля
щей р—1. В силу (SGAA), IX.5.2, отсюда следует, что 

0 = Hi (k\ (Z/p T)k.) =Ф Н1
3 (fc G) = 0. 

Так как G гладкая, то 

Hl
a{ky G) = Hi {KG) для a - 1, 2. 

5.2.5. Собирая результаты 5.2.7—5.2.4, мы получаем следующее 
утверждение. 

ЛЕММА. Пусть G=G a , ар или этальная k-форма Z/pZ. Тогда для 
а = 1 , 2 и З 

#a (k, G) = 0 при i > 2. 
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Если к тому же G связная и k совершенно, то 

На (k, G) = 0 при i > 1 (а = 1, 2, 3). 
5.3. Вычисление когомологий произвольных унипотентных групп 

над k основывается на существовании для таких групп композиционно
го ряда из элементарных групп (0.7.3). 

В частности, мы получаем следующее 
П р е д л о ж е н и е . Пусть G — унипотентнаяk-группа. Тогда Н1

а(k, G) = О 
при j > 2 (а— 1, 2, 3). Если, кроме того, G связна и k совершенно, то 
На (k, G) = 0 при i > 1 (а = 1, 2, 3). Если G связна, то Hl

3 (k, G) = 0, i > 1, 
для любого поля k. Кроме того, если k алгебраически замкнуто, та 
Ha(k,G) = 0, * > 1 , и а = 1, 2, 3. 

5.4. В этом пункте мы докажем следующий результат. 
ТЕОРЕМА. Пусть G — унипотентная S-группа. Предположим, что S — 

равнохарактеристическая и Ĝ  ~ Ац. Тогда На (S, G) = 0 при * ;> 2 и 
а = 1, 2, 3. Если k алгебраически замкнуто, то это же верно и при / > L 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу 4.3 достаточно доказывать теорему, считая, 
что G — групповая модель Gfl,Tl. Применяя лемму 2.6 и 5.2.1, получим: 
На(S, G) = 0 при / > 2 и всех а. Кроме того, На(S, G) есть коядро гомо
морфизма AN ->AN~X, определяемого формулой 

(а1У . . . , aN) -> (F2 (аг, а2), . . . , FN(av . . . , aN)), 

где Fi — р-полиномы из 2.6. Если k алгебраически замкнуто, то это отоб
ражение, очевидно, сюръективно. Тем самым в этом случае На (S, G) = 0, 
что и требовалось доказать. 

5.5. С л е д с т в и е . Пусть G — унипотентная S-схема групп. Предполо
жим, что char (К) = р ^> 0 и общий слой G4 гладок и связен. Тогда для 
а = 3 #« (5, G) = 0 при i > 2. То жг самое верно для а — 1 и 2, если G 
гладкая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть K'lK — радикальное расширение такое, что 
О л ®/е ' = Ад' (0.7) и S' — нормализация схемы 5 в /С'. Тогда S'-+S — 
радикальный целый сюръективный морфизм, откуда следует, что Н\ (S, G) ^ 
^ Я з ( 5 ' , Gs) для i">0 (SGAA, VIII, 1.2). Остается применить теорему 5.4 
и утверждение 5.1.1. 

§ 6. Примеры и контрпримеры 

В этом параграфе приведены примеры, показывающие, в основном» 
границы, за которыми то или иное классическое утверждение или 
утверждение данной работы перестает быть верным. Имеются также 
примеры, показывающие, что условия, налагаемые в определениях г* 
теоремах, существенны. 

Ниже Zp обозначает кольцо целых р-адических чисел, Zp[(t)] — коль-
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цо формальных рядов над Zp. Если А—кольцо, то К — его поле 
частных. 

Мы полагаем 

Ti(а) = |л(а) — 1 ® а — а ® 1 , Ф , ( я ) - - 2 Ca
pta« ®а*'-а . 

р 
а=г 

6.1. П р и м е р у н и п о т е н т н о й , но не л и н е й н о у н и п о-
т е н т н о й г р у п п ы н а д н е п р и в е д е н н ы м к о л ь ц о м . Пусть 
A = Z2[u]/u\ 

A[G]=A{xl 

ц(х) = их®х, 

i(x) =—x+ux2
t 

г{х)=0. 
Единственный слой этой группы унипотентен. Для того чтобы изба
виться от члена их®х, мы можем пользоваться только заменами 
х-+ах~\-иР(х), а^А*. Однако такие замены не влияют на их®х, т. е 
группа не линейно унипотентна. 

6.2. П р и м е р к в а з и а ф ф и н н о й у н и п о т е н т н о й , но не аф
ф и н н о й г р у п п ы н а д Zp[[t]] (по Рейно (12), VII, 3). Пусть A = ZP[[(|], 

A [G] = А [*, у, z]/pz = ty + х + *", 

Л(*)=лО/) = 0. г\(г)=Фх(х). 
Тогда G—гладкая А-группа. Над AiP)=Q,p[[t]] она изоморфна G\ =Spec Л(р) \х, у] 

(ср. 0.7.2е)). Над A{t) она изоморфна Spec Ау}[х> г] (ибо у = — (рг—х?—х)) 

и является расширением G a = Spec АД*, y]/(x) с помодью Ga = Spec A(*> [x]. 
Пусть 5 = (/?, t). Имеем: Gs=SpecFp[x, у, z]/(xp+x). В частности, 

Gs несвязна. Связная компонента единицы G0 группы G является глад
кой квазиаффинной группой ((SGAD), VIB, 3.10) со связными слоями. 
Так как profG_Go(G) = 2 , то r(G)-HT(G0) биективно [см. (12), VII. 3] и 
так как G=£G°, то G0 не аффинна. Заметим, что при этом все слои 
группы G0 являются аффинными пространствами А2. 

6.3. П р и м е р г л а д к о й г р у п п ы со с в я з н ы м и с л о я м и н а д 
Z2, не и м е ю щ е й к о м п о з и ц и о н н о г о р я д а , с о с т о я щ е г о 
из г л а д к и х с в я з н ы х с х е м г р у п п . 

А - Z2, A [G] - А[х, у, г]/2г = х* + у2 + у, 

Tl(*) = n ( y ) = 0 f Л (*) = Ф1 (*) + <&! ДО-
Имеем F2[G]=F2[vy ад], где v=x*+x+y, w=z+v*, г ) (а)=0, Г](Ш) = 
= ф2(а). Отсюда видно, что для того чтобы G было расширением Ga с 
помощью Ga над Z2, необходимо, чтобы A[G] содержало элемент v = 
=х2+х+уmod2-A[G] такой, что г;=ал;+Р*/. Но такого элемента не 
существует и потому G не имеет ряда из Ga (ср. 4.7, 6.7.5). 
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Однако вложение i4[x]-^A[G] определяет гомоморфизм, ядро которо
го есть Spec A{y, z]l2z=y2-\-y. Оно несвязно, но гладко. С другой сторо
ны, вложение Л[г/]->Л[0] определяет гомоморфизм, ядро которого есть 
5ресЛ[л:, z]/2z=xi. ЕГО слои связны, но оно не гладко. 

6.4. П р и м е р г л а д к о й а ф ф и н н о й у н и п о т е н т н о й груп
пы со с в я з н ы м и с л о я м и н а д А = Z2[M], д л я к о т о р о й не с у 
щ е с т в у е т м о д е л и (см. 4.2) н и ж н е г о и в е р х н е г о ц е н т 
р а л ь н о г о р я д а . 

A [G] = А [х, у, z, и]/2и = tz2 + х2 + у, 

Л (*) = Л (У) = °» Л (г) = 2х®у, 

Л {и) =tz(g)Z + 2tx ®zy + 2tzx (x) у + 2tx2 (x) у2 + x (x) x. 

G — связная гладкая Л-группа, G®Q изоморфна группе унипотент-
ных матриц порядка 3. Вложение К[ху y]-+K[G] определяет гомомор
физм G®К в Gl,K (фактор по центру). 

Покажем, что модель нижнего (верхнего) центрального ряда груп
пы G (см. 4.2) содержит не плоские группы. Действительно, такой ряд 
должен определяться вложением К[х, у] f)A[G]-*~A\G]. Ядро соответст
вующего гомоморфизма есть БресЛ^, u]/2u=tz2. Эта группа не плоская 
(на прямой / = 0 ) (см. 0.3.2). 

6.5. П р и м е р п л о с к о й а ф ф и н н о й к о м м у т а т и в н о й уни
п о т е н т н о й г р у п п ы н а д к о л ь ц о м Л = F2|[[Y]], к о т о р а я не 
и м е е т к о м п о з и ц и о н н о г о р я д а , с о с т о я щ е г о из п л о с к и х 
о д н о м е р н ы х г р у п п . 

A[G] = A[х, у, z\ltxz = t2y2 + х2 + ах, 

Л (*) = 0, ц (у) - ^Фг (*), ц (г) - /ХФ2 (х). 

Эта группа плоская. Она гладкая (но несвязная) при а=1 и ее слои 
связны при а = 0. Над F2i['[^2]]((/1)) она изоморфна группе Витта. Всякий 
гомоморфизм группы Витта GK в Ga>K задается вложением K{f(x)]-+ 
->/([G] =К[х, у], f(x)—р-полином. Ядро этого гомоморфизма есть 
Spec K[x,y]f(f(x)). 

Допустим, что G над Л имеет ряд из одномерных групп. Тогда, ввиду 
сказанного выше, проекция этого ряда задается вложением 
A[G]f}K\J(x)]-+A[G]. Ядро этой проекции есть А\х, у, z]/(f(x), tYz—t2y2— 
—х2—ах). Эта последняя схема имеет в точке (tu t2) размерность 2 и 
потому не является плоской (см. 0.3.2). 

6.6. Пр им ер г л а д ко й с в я з н о й а ф ф и н н о й у н и п о т е н т 
ной к о м м у т а т и в н о й г р у п п ы н а д Л = Z2[]/~2][[/]], не имеющей 
к о м п о з и ц и о н н о г о р я д а , с о с т о я щ е г о из п л о с к и х г р у п п . 

A[G]=A[х, у, 2, и]/У2г= х + ty\ f2и= у + h\ 
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Л (*) = Л (У) = 0, т| (г) - /2ty<g) у, 

г\ (а) = / 2 / г ® г + 2/2г*/ (х) г/ + 2/a# (х) гг/ + у Т * У (х) *Д 
Над /С гомоморфизм проекции определяется вложением /([шс+fo/J 

в /C[G]=KI[tf, у], а, Ь^К. Поэтому над Л гомоморфизм проекции дол
жен определяться вложением M=K[ax+by]f]A[G] в A[G]. Можно, оче
видно, считать, что а, Ь^А. 

Утверждается, что над прямой t=0 ядро любого такого гомомор
физма не плоско. Действительно, A/ (t)[G]=A[z, и], x=2z, y=2u. Поэто
му M®A/(t)cz2A/(t)[G], откуда и следует неплоскость ядра (см. 0.3.2). 

6.7. Н е к о т о р ы е м о д е л и Ga н а д д и с к р е т н о н о р м и р о 
в а н н ы м к о л ь ц о м Л с п о л е м ч а с т н ы х х а р а к т е р и с т и к и 
н у л ь . Рассматриваются аффинные групповые модели Ga над Л, при
чем Л дискретно нормировано, char /C=0, char Л /я=рфО. Имеем: 

/72 П 

A [G] = А [х, у, г]/я*+ »z = 2 W* + 2 ЬШ^ <Ь> h e А< 
1=0 1=0 

я^\р, (ат,Ьп)=А, 

ч(*) = ч (У) = °. 
Г т п *~| 

л (г) = л-*-х • Р 2 А/Ф/ (х) + 2 Ь«Ф* (у) . 

Множество таких групп обозначим через @. Мы называем числа dr 
aiy fe[0, m], bi9 *е[0, /г], параметрами группы G. 

6.7Л. Пусть Ad = A/Jtd+1
9 и пусть ЛЗ [F] — аддитивная группа некомму

тативных многочленов от F, коэффициенты которых лежат в А& причем Fa =-
= aPFf a^Ad. 

Пусть, далее, Пл = (d, A%[F]). Набору параметров d, (a )̂, (bi) мы сопо
ставляем элемент из Па по правилу: пусть at — векторе координатами (щ, bj)r 

взятыми mod jtd+1. Тогда нашему набору сопоставляется (d, JtaiF^EElld-

ЛЕММА. Если {d, (a,), (bi)}, {d, (a/), (bt)}— два набора параметров, кото
рым соответствует один и тот же элемент множества П<*, то эти наборы 
задают изоморфные А-группы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем: 

а[ = сц + с^+1, bi = bi + dirt1*1. 

Замена 

переводит одну группу в другую. 
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Мы будем обозначать через Go, где со^Ш, любую Л-группу, пара
метры которой редуцируются в со. 

6.7.2. На nd действует группа <§d=GLi(Ad) xGL2(i4d) no формуле 

(GLi действует слева, a GL2 справа). 
ЛЕММА. Пусть ф, coelL. Группы Go гг G9 изоморфны, если и толь

ко если с̂о = ф для подходящего g^3d. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Л-модуль Ах-\-Ау выделяется в A[G] одно

значно как Л-модуль примитивных элементов. Поэтому х, у определены 

с точностью до замены х-+ах-\-$у, у->ух-{-6у, det [ еЛ*. Обозна-
VT (У J 

чим эту матрицу через D. Так как nd+i \ р, 

(ах + fryf = ар°хра + $раура mod p, 

(\х + Ьу)ра = (урахра + Ьраура) mod р, 

то, ввиду леммы 6.7.1, мы определяем действие GL 2^ d) на IL, которое 
совпадает с описанным выше. 

Чтобы сохранить вид формул, мы можем допускать для z только 
замены 

г^кг+^ахР1 + ^41Ур\ 

которые в силу леммы 6.7.1 приводят к замене параметров аи Ь{ (по мо
дулю nd+i) на Хаи kbi. Этим задается действие GLi, которое совпадает 
с описанным выше. 

Если теперь две группы Geo, Gq> изоморфны, то в силу сказанного выше 
должны существовать замены х ->- ах -f- р#, у -> ух + by, z -> kz + J\ ctxpi+ 

•+ 2 dtyf 9 которые переводят одно множество параметров в другое, что и 
доказывает наше утверждение. 

6.7.3. Пусть Жй — группа автоморфизмов над Ad группы G*. ЖЛ по
рождается преобразованиями из GL2(Ad) и преобразованиями D: 

х-+х+ d0n V щх& , 

у -> у + 40л ̂  hypi + 2 nxpi 

(где rfe=0, если d = 0 ; d0=lf если d=£0). 

Положим ^ = GLX х <% и определим действие D на П</ формулой 
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где 

П = (Г/, rj), К" = (П, Г/), ?J = 2 га (Л^рр)ра, 
a+p=t 

?;=/•;+ 2 г5'(я^)р8+ 2 м^. 
s+ /= i s+f—i 

Это действие продолжается до действия <2#d на П<*. 
ЛЕММА. Пусть ф, a)elld. Группы Gv®Ad и G^Aa изоморфны над 

Ad, если и только если /ко = ф для подходящего h^2ed. 
Доказательство отличается от доказательства предыдущего утверждения 

лишь тем, что модуль примитивных элементов состоит теперь из р-полина 
мов ^ d'£x

pt + 2 d"iypt от х и у я Ж& — как раз группа, сохраняющая этот 
модуль. 

6.7.4. С л е д с т в и е . Пусть со^Ш. Классы изоморфизма над А А-
групп из ©, которые над Ad изоморфны группе Ga®Ad, параметризуются 
однородным пространством GL2(Ad)\3^d. В частности, это множества 
бесконечно (и даже бесконечномерно). 

6.7.5. С л е д с т в и е . Пусть поле k=A0 совершенно и я т = р . Тогда 
для каждой гладкой связной группы над k существует QL2(k)\S^m-i 
неизоморфных А-групп, которые редуцируются в эту группу. Только 
одна из этих групп (с точностью до изоморфизма) допускает глад
кий ряд. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно построить такую группу. Она за
дается одним из наборов: d=m— 1, a 0 = l , а»=0, £>0, 6 ^ Л (см. 4.7). 
Теперь применимо предыдущее утверждение. 

6.7.6. Пусть k несовершенно. Формы Ga над k перечислены в 0.7.2.г). 
С л е д с т в и е . Для любой к-формый группы Ga,k существует бесконечна 

много аффинных гладких групповых моделей G2
QtK со связными слоями над А, 

которые над k имеют ряд 
0->Ga,*->G(g)fe->G-*0. 

Если р разветвлено в А> то существует {бесконечное число) таких моделей 
G2

a,K над А, что Gk^Ga%kxG. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Бесконечность следует из 6.7.4. Пусть G за

дается уравнением 
т 

урп= ^ щх**, а0 ф 0, at e k 

(см. 0.7.2 г). Положим со= (0, S/^F), где rt=(au 0) при 1фп, гп= 
= (an, —1) и ui=ai mod я. Тогда соеП0, 

Go,* = Spec k [х, у, z]l(yPn — ^ aix^). 
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Отображение k [x, ^]/(урП — J] ЩХР1\ —>& [G^] определяет гомоморфизм Ga,k~>G. 

Ядро его есть Spec k [z] = Ga, *. Если п~1рфА*у то 0^ = GxGa,k (ввиду 
формул 6.7). 

Поступило 
8.V.1973 
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